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1 Opis egzaminu maturalnego z matematyki na

poziomie podstawowym

WSTEP

Matematyka jest jednym z obowigzkowych przedmiotéw na egzaminie maturalnym. Wszyscy
zdajacy przystepujg do egzaminu z matematyki na poziomie podstawowym. Kazdy
maturzysta moze réwniez przystgpi¢ do egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie
rozszerzonym jako przedmiotu dodatkowego.

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym sprawdza, w jakim stopniu
zdajgcy spetnia wymagania okreslone w podstawie programowej ksztatcenia ogoélnego dla
szkoty ponadpodstawowe;j?.

Podstawa programowa dzieli wymagania na ogdlne i szczegétowe. Wymagania ogolne majg
podstawowe znaczenie, gdyz syntetycznie ujmujg nadrzedne cele ksztatcenia w nauczaniu
matematyki. Wymagania szczegétowe odwotujg sie do scisle okreslonych wiadomosci

i konkretnych umiejetnosci.

Informator o egzaminie maturalnym z matematyki od roku szkolnego 2024/2025 jest
podzielony na dwie czesci, zamieszczone jako osobne pliki.

CZESC PIERWSZA zawiera:

e szczegO6towy opis egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym

e przyktadowe zadania egzaminacyjne (wraz z rozwigzaniami oraz zasadami oceniania) na
poziomie podstawowym.

CZzESC DRUGA zawiera:

e szczegOtowy opis egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym

e przyktadowe zadania egzaminacyjne (wraz z rozwigzaniami oraz zasadami oceniania) na
poziomie rozszerzonym.

CZESC DRUGA jest dostepna tutaj.

Informator prezentuje przyktadowe zadania egzaminacyjne wraz z rozwigzaniami. Do
kazdego zadania dodano wykaz wymagan ogélnych i szczegétowych z podstawy
programowej ksztatcenia ogdélnego, ktérym odpowiada dane zadanie. Zadania

w Informatorze nie ilustrujg wszystkich wymagan szczegétowych na poziomie podstawowym
okreslonych w podstawie programowej, nie wyczerpujg rowniez wszystkich typdéw zadan,
ktore moga wystapi¢ w arkuszu egzaminacyjnym. Tylko realizacja wszystkich wymagan

z podstawy programowej, zaréwno ogdlnych, jak i szczegétowych, moze zapewni¢ wtasciwe
przygotowanie w zakresie matematyki, w tym — wlasciwe przygotowanie do egzaminu
maturalnego.

1 Rozporzadzenie Ministra Edukacii z dnia 28 czerwca 2024 r. zmieniajgce rozporzgdzenie w sprawie podstawy
programowej ksztatcenia ogélnego dla liceum ogdlnoksztatcgcego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia
(Dz.U. z 2024 r. poz. 1019).


https://isap.sejm.gov.pl/isap.nsf/download.xsp/WDU20240001019/O/D20241019.pdf
https://isap.sejm.gov.pl/isap.nsf/download.xsp/WDU20240001019/O/D20241019.pdf
https://cke.gov.pl/images/_EGZAMIN_MATURALNY_OD_2023/Informatory/2024/Informator_EM2024_matematyka_pr.pdf
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ZADANIA NA EGZAMINIE
W arkuszu egzaminacyjnym znajdg sie zaréwno zadania zamkniete, jak i otwarte.

Zadania zamkniete to takie, w ktérych zdajgcy wybiera odpowiedz sposrod podanych.
Wsrod zadan zamknietych mogg znalezc sie:

e zadania wyboru jednokrotnego

e zadania wyboru wielokrotnego

e zadania typu prawda-fatsz

e zadania na dobieranie.

Zadania otwarte to takie, w ktérych zdajgcy samodzielnie formutuje odpowiedz.

Wsréd zadan otwartych mogg znalez¢ sie:

e zadania z lukg, wymagajgce uzupetnienia zdania albo zapisania odpowiedzi jednym lub
kilkoma wyrazami, symbolami lub wyrazeniami matematycznymi okreslajgcymi wtasnosci
obiektow matematycznych, w tym wykonania lub uzupetniania wykresu, zalezno$ci,
diagramu, tabeli

e zadania krétkiej odpowiedzi, wymagajgce wykonania prostego obliczenia lub
bezposredniego zapisania rozwigzania albo zapisania przeprowadzonego rozumowania
lub obliczenia zwykle w dwoch lub trzech etapach

e zadania rozszerzonej odpowiedzi, wymagajgce utworzenia strategii rozwigzania
problemu matematycznego i przedstawienia jej realizaciji.

Przedstawione przez zdajgcego rozwigzanie zadania otwartego, w ktérym zdajgcy m.in.
oblicza, wyznacza, wyprowadza, uzasadnia, wykazuje, musi prezentowac petny tok
rozumowania, uwzglednia¢ warunki zadania, a takze odwotywac sie do twierdzen
matematycznych i wkasnosci odpowiednich obiektow matematycznych.

Wszystkie zadania egzaminacyjne bedg sprawdzaty poziom opanowania umiejetnosci
okreslonych w nastepujgcych wymaganiach ogélnych w podstawie programowej ksztatcenia
ogolnego dla szkoty ponadpodstawowej (w nawiasach zapisano numery celéw ksztatcenia
podstawy programowej):

e sprawnos¢ rachunkowa (1)

e wykorzystanie i tworzenie informaciji (I1)

e wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (l11)

e rozumowanie i argumentacja (1V).

Zadania egzaminacyjne bedg dotyczyty nastepujgcych obszaréw tematycznych matematyki
(w nawiasach zapisano numery tre$ci nauczania podstawy programowej):
o liczby rzeczywiste, wyrazenia algebraiczne, rownania i nierownosci, ukfady rownan
@1, 1, 11, 1v)
e funkcje, ciagi, optymalizacja (V, VI, XIlI)
e trygonometria, planimetria, geometria analityczna, stereometria (VII, VIII, 1X, X)
e kombinatoryka, rachunek prawdopodobienstwa i statystyka (XI, XII).
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Aby sprawdzi¢ opanowanie przez zdajgcych wymagania ogolnego ,IV. rozumowanie

i argumentacja”, wéréd zadan egzaminacyjnych znajdg sie zadania na dowodzenie,
wymagajgce od zdajgcego przeprowadzenia dowodu matematycznego. W celu sprawdzenia
opanowania przez zdajgcych wymagania ogolnego ,lll. 2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu problemow praktycznych i teoretycznych” wsréd zadan
egzaminacyjnych moga znalez¢ sie zadania z kontekstem praktycznym / realistycznym.
Zadania tego typu bedg miaty uproszczone zatozenia, tzn. bedg pomijaty niektore
rzeczywiste warunki. Dzieki takiej idealizacji zagadnienia bedzie mozna tatwiej zbudowaé
jego adekwatny model matematyczny, ktéry — po pierwsze — bedzie opisywat istote
zagadnienia, po drugie — bedzie korzystat z narzedzi dostepnych na danym etapie
nauczania, a po trzecie — nie bedzie wymagat specjalistycznej wiedzy z danego kontekstu.

OPIS ARKUSZA EGZAMINACYJNEGO
Egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym trwa 180 minut?. W arkuszu
egzaminacyjnym znajdzie sie od 27 do 39 zadan. Lgczna liczba punktow, jakie mozna

uzyskaé za poprawne rozwigzanie wszystkich zadan w arkuszu, jest réwna 50.

Liczbe zadah oraz liczbe punktéw mozliwych do uzyskania za poszczegdine rodzaje zadah
w catym arkuszu przedstawiono w ponizszej tabeli.

Rodzaj zadan Liczba zadan La:ﬁ?}itl(i,::;ba Usduzri:;:’;cv?r/wr;ﬁu
zamkniete 20-25 25 50%
otwarte 7-14 25 50%
RAZEM 27-39 50 100%

W arkuszu egzaminacyjnym bedg wystepowaty wigzki zadan lub pojedyncze zadania.
Wigzka zadan to zestaw od dwdch do czterech zadan wystepujgcych we wspolnym
kontek$cie tematycznym, przy czym kazde z zadan wigzki mozna rozwigzaé niezaleznie od
rozwigzania innych zadan w danej wigzce. Wigzka zadan moze sie sktada¢ zaréwno z zadan
zamknietych, jak i z zadan otwartych.

Odpowiedzi do zadan zamknietych zdajgcy bedg zaznaczali na karcie odpowiedzi
(z wyjatkiem zdajgcych ze specjalnymi potrzebami edukacyjnymi, ktdrzy sg zwolnieni z tego
obowigzku).

2 Czas trwania egzaminu moze zosta¢ wydtuzony w przypadku zdajgcych ze specjalnymi potrzebami edukacyjnymi,
w tym niepetnosprawnych, oraz w przypadku cudzoziemcéw. Szczegdly sg okreslane w Komunikacie dyrektora
Centralnej Komisji Egzaminacyjnej w sprawie szczegétowych sposobow dostosowania warunkéw i form
przeprowadzania egzaminu maturalnego w danym roku szkolnym.
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ZASADY OCENIANIA

Zadania zamkniete

Zadania zamkniete sg oceniane — w zaleznosci od maksymalnej liczby punktow, jakg mozna
uzyskaé za rozwigzanie danego zadania — zgodnie z ponizszymi zasadami:

1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna lub niepetna albo brak odpowiedzi.

ALBO

2 pkt — odpowiedz catkowicie poprawna.
1 pkt — odpowiedz czesciowo poprawna lub odpowiedz niepetna.
0 pkt — odpowiedz catkowicie niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Zadania otwarte

Za poprawne rozwigzanie zadania otwartego bedzie mozna otrzyma¢ maksymalnie 1, 2, 3
lub 4 punkty. Za kazde poprawne rozwigzanie, inne niz opisane w zasadach oceniania,
mozna przyzna¢ maksymalng liczbe punktow, o ile rozwigzanie jest merytorycznie
poprawne, zgodne z poleceniem i warunkami zadania.

Zadania otwarte sg oceniane — w zaleznosci od maksymalnej liczby punktow, jakg mozna
uzyskaé za rozwigzanie danego zadania — zgodnie z ponizszymi zasadami:

Zadania otwarte z lukg

W tych zadaniach za kazdg poprawnie uzupetniong luke mozna otrzymac po 1 pkt.

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

e w przypadku zadania, za ktérego rozwigzanie mozna otrzymac¢ maksymailnie 1 pkt:

1 pkt — rozwigzanie poprawne.
0 pkt — rozwigzanie niepoprawne lub niepetne albo brak rozwigzania.

e w przypadku zadania, za ktérego rozwigzanie mozna otrzymac¢ maksymainie 2 pkt:

2 pkt — rozwigzanie poprawne.

1 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale
rozwigzanie nie zostato doprowadzone poprawnie do koncowej postaci.

0 pkt — rozwigzanie, w ktdrym nie zostaty pokonane zasadnicze trudno$ci zadania, albo
brak rozwigzania.

e w przypadku zadania, za ktérego rozwigzanie mozna otrzymac¢ maksymalnie 3 pkt:

3 pkt — rozwigzanie poprawne.

2 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale
rozwigzanie nie zostato doprowadzone poprawnie do koncowej postaci.

1 pkt — rozwigzanie, w ktorym dokonany zostat istotny postep, ale nie zostaty pokonane
zasadnicze trudnosci zadania.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym nie ma istotnego postepu, albo brak rozwigzania.
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Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

e w przypadku zadania, za ktérego rozwigzanie mozna otrzyma¢ maksymainie 4 pkt:

4 pkt — rozwigzanie poprawne.

3 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale
rozwigzanie nie zostato doprowadzone poprawnie do koncowej postaci.

2 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostat dokonany istotny postep, ale nie zostaty pokonane
zasadnicze trudnosci zadania.

1 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostat dokonany niewielki postep, ale konieczny do
rozwigzania zadania.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym nie ma niewielkiego postepu, albo brak rozwigzania.

W rozwigzaniu zadan otwartych wyrézniony zostat najwazniejszy etap, nazywany
pokonaniem zasadniczych trudnosci zadania. Przyjeto zasade, ze za pokonanie
zasadniczych trudnosci zadania przyznaje sie co najmniej potowe punktow, jakie mozna
otrzymac¢ za bezbtedne rozwigzanie danego zadania. Przed pokonaniem zasadniczych
trudnosci zadania wyréznia sie jeszcze jeden etap (w przypadku zadan za 3 pkt) lub dwa
etapy poprzedzajgce (w przypadku zadan za 4 pkt): dokonanie istotnego postepu

W rozwigzaniu zadania oraz/lub dokonanie niewielkiego postepu, ktéry jest konieczny do
rozwigzania zadania.

Etapy rozwigzania dla kazdego zadania bedg opisane w zasadach oceniania dla danego
zadania. Ponadto dla ré6znych sposobow rozwigzania danego zadania te same etapy bedg
opisywaly w zasadach oceniania jako$ciowo réwnowazny postep na drodze do rozwigzania
zadania.
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WYBRANE OZNACZENIA | SYMBOLE MATEMATYCZNE

W zadaniach z matematyki na poziomie podstawowym mogg by¢ stosowane nastepujgce
oznaczenia i symbole matematyczne:

o N — zbidr liczb naturalnych

e 7. — zbiér liczb catkowitych

e Q — zbidr liczb wymiernych

e R — zbior liczb rzeczywistych

e AU B - suma zbioréw A oraz B

e AN B—iloczyn zbiorow A i B (czes¢ wspolna zbiorow A i B)

e A\B - réznica zbioru A i zbioru B

e A C B - zbiér A jest podzbiorem zbioru B

e x € A — element x nalezy do zbioru A

e [a, b] — zbior wszystkich liczb rzeczywistych x takich, zea < x < b
[a, b) — zbior wszystkich liczb rzeczywistych x takich, ze a < x < b
(a, b] — zbioér wszystkich liczb rzeczywistych x takich,ze a < x < b
(a, b) — zbior wszystkich liczb rzeczywistych x takich, ze a < x < b

Kranhce przedziatow domknietych zdajgcy moze oznaczac¢ takze — odpowiednio:
(a,b), {a,b), (a,b).

MATERIALY | PRZYBORY POMOCNICZE NA EGZAMINIE Z MATEMATYKI

Materiaty i przybory pomocnicze, z ktérych mogag korzysta¢ zdajgcy na egzaminie maturalnym
Z matematyki, to:

¢ linijka

e cyrkiel

o kalkulator prosty

¢ Wybrane wzory matematyczne na egzamin maturalny z matematyki.

Szczegdbtowe informacje dotyczgce materiatdéw i przyboréw pomocniczych, z ktérych mogag
korzysta¢ zdajgcy na egzaminie maturalnym (w tym osoby, ktérym dostosowano warunki
przeprowadzenia egzaminu), bedg ogtaszane w komunikacie dyrektora Centralnej Komisiji
Egzaminacyjnej.
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Przyktadowe zadania z rozwigzaniami

W Informatorze dla kazdego zadania podano:

e liczbe punktow mozliwych do uzyskania za jego rozwigzanie (w nawiasach, po numerze
zadania)

* najwazniejsze wymagania ogolne i szczegotowe, ktdre sg sprawdzane w tym zadaniu

e zasady oceniania rozwigzania tego zadania

e poprawne rozwigzanie w przypadku zadania zamknietego oraz przyktadowe rozwigzanie
w przypadku zadania otwartego.

W przyktadowych rozwigzaniach zadan otwartych sg wyodrebnione dodatkowe komentarze,
ktére nie podlegajg ocenie. Dodatkowe komentarze wyodrebniono w ramkach (podobnie jak
ten akapit).
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LICZBY RZECZYWISTE, WYRAZENIA ALGEBRAICZNE,

ROWNANIA | NIEROWNOSCI, UKLADY ROWNAN

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Wartos¢ zenia 2024 : |1 ! 1 2025\, _1 jest rd
artosc wyrazenia : m m : m jest rowna
A0 B. 1 C. 2024 D. 2026

Wymaganie ogélne

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu probleméw w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Wymaganie szczegoétowe
|. Liczby rzeczywiste. Zdajgcy:
1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
D
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Pensja pana X jest o 50% wyzsza od $redniej krajowej, a pensja pana Y jest o 40%
nizsza od $redniej krajowe;j.

Dokoncz zdania. Zaznacz odpowiedz sposrod A-D oraz odpowiedz sposrod E—H.

1. Pensja pana X jest wyzsza od pensji pana Y

A.0 40% pensjipana.
B.o 90% pensjipana.
C.o0 150% pensjipana.
D.o 275% pensjipana.

2. Pensjapana Y jest nizsza od pensji pana X

E. 0 60% pensji pana X.
F. o 73% pensji pana X.
G.0 90% pensji pana X.
H.o 150% pensji pana X.

Wymaganie ogolne

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych [...] przy rozwigzywaniu problemow
w kontekstach rzeczywistych i teoretycznych.

Wymaganie szczegbétowe
I. Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych.

Zasady oceniania

2 pkt — poprawne dokonczenia dwoch zdan.

1 pkt — poprawne dokonczenie jednego zdania.

0 pkt — odpowiedz catkowicie niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
1.C
2.E
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Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba (3n + 5)% + 11n? — 18
przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2.

Wymaganie ogdélne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawnosc¢ rozumowania, odroznianie dowodu od przyktadu.

Wymaganie szczegétowe
I.  Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
2) przeprowadza proste dowody dotyczgce podzielnosci liczb catkowitych i reszt
Z dzielenia [...].

Zasady oceniania
2 pkt — przeksztatcenie wyrazenia (3n + 5)% + 11n? — 18 do postaci

5-(4n%+ 6n+ 1)+ 2 oraz zapisanie, ze 4n? + 6n + 1 jest liczbg catkowita.
1 pkt — przeksztatcenie wyrazenia (3n + 5)% + 11n? — 18 do postaci 20n? + 30n + 7.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Powotamy sie na definicje reszty z dzielenia dwdch liczb catkowitych. Liczba catkowita W
przy dzieleniu przez liczbe catkowitg P daje reszte catkowita R wtedy, gdy istnieje liczba
catkowita Q taka,ze W =P-Q+ R oraz 0 <R < |P|.

(Np. liczba 22 przy dzieleniu przez 5 daje reszte réwng 2, poniewaz 22 =5-4 + 2,
gdzie 4 jest liczbg catkowitg oraz 2 < 5).

Liczbe okreslong w zadaniu przeksztatcimy do postaci 5 - Q + 2:
(Bn+5)?2+11n?—-18=9n2+30n +25+ 11n? =18 = 20n* +30n+ 7 =
=20n>+30n+5+2=5-(4n*+6n+1)+2

Poniewaz n jest liczbg catkowitg, wiec 4n? oraz 6n sg liczbami catkowitymi.
Suma tych liczb catkowitych oraz liczby 1 jest liczbg catkowita.
Zatem liczba (3n + 5)? + 11n? — 18 przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2.
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Rozwazmy dwie kolejne liczby naturalne a i b takie, ze a < b oraz obie sa niepodzielne
przez 3.

Udowodnij, ze liczba a? + 11ab + b? jest podzielna przez 9.

Wymaganie ogélne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawnosc¢ rozumowania, odroznianie dowodu od przyktadu.

Wymaganie szczegotowe
I.  Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
2) przeprowadza proste dowody dotyczgce podzielnosci liczb catkowitych i reszt
Z dzielenia [...].

Zasady oceniania
3 pkt — przeprowadzenie petnego dowodu: zapisanie a? + 11ab + b? jako

9. (13k% + 13k + 3) oraz zapisanie, ze 13k? + 13k + 3 jest liczbg catkowitg
ALBO

— przeprowadzenie petnego dowodu: zapisanie a? + 11ab + b? jako
117k? + 117k + 27 oraz zapisanie, ze kazdy sktadnik tej sumy jest podzielny
przez 9,
ALBO

— przeprowadzenie petnego dowodu: zapisanie a? + 11ab + b? w postaci
9ab + (a + b)? oraz zapisanie, ze liczba 9ab jest podzielna przez 9 oraz
zapisanie, ze liczba (a + b)? jest podzielna przez 9 jako kwadrat liczby podzielnej
przez 3.

2 pkt — zapisanie a? + 11ab + b? jako (3k +1)? + 113k + 1)(3k + 2) + (3k + 2)?

oraz przeksztatcenie tego wyrazenia do postaci 117k? + 117k + 27
ALBO

— zapisanie liczby a? + 11ab + b? w postaci 9ab + (a + b)? oraz zapisanie, ze
liczba a + b jest podzielna przez 3.
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1 pkt — zapisanie liczb a i b wpostaci: a =3k + 1 oraz b = 3k + 2, gdzie
ke€{0,1,2,3,4,..}
ALBO
— zapisanie liczby a? + 11ab + b? w postaci 9ab + (a + b)2.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.
Krok 1. dowodu

Dwie kolejne liczby naturalne a i b, niepodzielne przez 3, mozna zapisaé w postaci:

a=3k+1 oraz b =3k + 2,gdzie k €{0,1,2,3,4, ...}

Krok 2. dowodu

Zapiszemy liczbe a? + 11ab + b? z wykorzystaniem zapisu z krok 1. dowodu:

a’?+11lab +b*> = Bk +1)?+11Bk+ 1Bk +2) + 3k +2)? =
=9k?+6k+1+11(9k*>+9k +2)+9k?> + 12k + 4 =
= 18k% + 18k + 5 + 99k? + 99k + 22 =
= 117k? + 117k + 27 =
=9 (13k% + 13k + 3)

Krok 3. dowodu

Liczbe a? + 11ab + b? zapisalismy jako iloczyn liczby 9 oraz liczby 13k? + 13k + 3.
Dlatego, aby udowodni¢ podzielnos¢ przez 9, wystarczy wykazac, ze drugi czynnik
w rozktadzie jest liczbg catkowitg.

Poniewaz k € {0,1,2,3,4, ...}, to 13k? oraz 13k sa liczbami catkowitymi. Suma liczb
catkowitych oraz liczby 3 jest liczbg catkowitg. To kohczy dowdd.

Sposob 2.

Przeksztatcamy réwnowaznie wyrazenie a® + 11ab + b?:

a’? + 11ab + b? = 9ab + a? + 2ab + b?> = 9ab + (a + b)?
Liczba 9ab jest podzielna przez 9 dla dowolnych liczb naturalnych a i b.

Liczba a przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.

Liczba b przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2.

Stad liczba a + b jest podzielna przez 3.

Liczba (a + b)? jest podzielna przez 9 jako kwadrat liczby podzielnej przez 3.

Zatem liczba a? + 11ab + b? = 9ab + (a + b)? jest podzielna przez 9 jako suma dwéch
liczb podzielnych przez 9. To nalezato udowodnic.
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Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba n(n? + 3n + 2) jest podzielna
przez 6.

Wymaganie ogodlne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajgcych poprawnos$¢ rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.

Wymaganie szczegbétowe
I. Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
2) przeprowadza proste dowody dotyczgce podzielnosci liczb catkowitych i reszt
Z dzielenia [...].

Zasady oceniania

2 pkt — przeksztatcenie wyrazenia n(n? + 3n + 2) do postaci n(n + 1)(n + 2) oraz
zapisanie, ze wsrod trzech kolejnych liczb naturalnych n, n+ 1, n + 2 co najmniej
jedna jest podzielna przez 2 i doktadnie jedna jest podzielna przez 3.

1 pkt — przeksztatcenie wyrazenia n(n? + 3n + 2) do postaci n(n + 1)(n + 2).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykladowe petne rozwigzanie

Przeksztatcamy wyrazenie n(n? + 3n + 2) do postaci iloczynu trzech liczb naturalnych.

Obliczamy wyréznik tréjmianu n? + 3n + 2 (zobacz w Wybranych wzorach matematycznych):

A=32-4.1.2=1

i stad obliczamy jego pierwiastki:

R
™M=

-3 ++1
n,=———=—

2-1
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Zatem

nm?+3n+2)=nn+1n+2)

Wsrod kazdych trzech kolejnych liczb naturalnych n, n+ 1, n + 2 co najmniej jedna jest
podzielna przez 2 i doktadnie jedna jest podzielna przez 3.

Zatem liczba n(n + 1)(n + 2) dzieli si¢ przez 2 oraz przez 3.

Ponadto liczby 2 oraz 3 s3g wzglednie pierwsze.

Zatem liczba n(n? + 3n + 2) = n(n + 1)(n + 2) jest podzielna przez 6.

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

3/250 + 3/52
3/250 — 3/52

Liczba jest réwna

A 4—8 B. (1) C. 4 D. 432

Wymaganie ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymaganie szczegotowe
|.  Liczby rzeczywiste. Zdajgcy:
3) stosuje wlasnosci pierwiastkow dowolnego stopnia, w tym pierwiastkow stopnia
nieparzystego z liczb ujemnych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C



Przyktadowe zadania z rozwigzaniami

Udowodnij, ze liczba 3*> + 922 + 274 jest podzielna przez 37.

Wymaganie ogdélne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajgcych poprawnos$¢ rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.

Wymagania szczegotowe
I. Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
2) przeprowadza proste dowody dotyczgce podzielnosci liczb catkowitych i reszt
Z dzielenia [...];

19

4) stosuje zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem oraz prawa dziatan na potegach

i pierwiastkach.

Zasady oceniania

2 pkt — przeksztatcenie wyrazenia 3*> + 922 4+ 271% do postaci 342 - 37.

1 pkt — przeksztatcenie wyrazenia 3*° + 922 + 27'* do postaci 3*° + 3** + 342,

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petlne rozwigzanie

Korzystajgc z wkasnosci dziatan na potegach, otrzymujemy

345 + 922 + 2714- — 345 + (32)22 + (33)14— — 34-5 + 34—4- + 342

Wytgczamy wspolny czynnik przed nawias

3% 4 3% + 342 =3%2(33 + 32+ 1) =32 .37

Liczba 3%2

jest liczbg catkowitg, zatem liczba 3*° + 922 + 27'* jest podzielna przez 37.
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Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Liczba |V5 — 1| — 3|2 = /5| jest réwna

A. (=7)
B. 5— 45
C. 457
D. 5—2v5

Wymagania ogolne

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu probleméw w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec

matematycznych.

Wymaganie szczegbétowe
I. Liczby rzeczywiste. Zdajgcy:
7) stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng wartosci bezwzglednej [...].

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
D
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Oprocentowanie na dtugoterminowej lokacie w pewnym banku wynosi 3% w skali roku (juz
po uwzglednieniu podatkéw). Po kazdym roku oszczedzania sg doliczane odsetki od
aktualnego kapitatu znajdujgcego sie na lokacie — zgodnie z procentem sktadanym.

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.

Po 10 latach oszczedzania w tym banku (i bez wyptacania kapitatu ani odsetek w tym
okresie) kwota na lokacie bedzie wieksza od kwoty wptaconej na samym poczatku
o (w zaokragleniu do 1%)

A. 30% B. 34% C. 36% D. 43%

Wymagania ogélne

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu problemoéw w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec

matematycznych.

Wymaganie szczegbétowe
|.  Liczby rzeczywiste. Zdajgcy:
8) wykorzystuje wtasnosci potegowania i pierwiastkowania w sytuacjach praktycznych,
w tym do obliczania procentéw sktadanych, zyskow z lokat i kosztéw kredytow.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B
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Na wykresie przedstawiono zalezno$¢ log K (t), gdzie K(t) jest liczba bakterii w prébce po
czasie t wyrazonym w godzinach, jaki uptynat od chwili t = 0 rozpoczecia obserwacji.

»

log K(t) 4

5

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Gdy uplynety dokfadnie trzy godziny od chwili ¢ = 0, liczba K bakterii byta réwna

A. 3 B. 100 C. 1000 D. 10000

Wymaganie ogolne
Il.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tek$cie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykreséw, diagramow,
tabel.

Wymaganie szczegbétowe
I. Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje sie wzorami na
logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.
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Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
C

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.
Liczba log, [(ﬁ)z : (ﬁ)4 : (ﬁ)S] jest réwna

A. 2 B. 7 C. 14 D. 27

Wymaganie ogodlne

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu probleméw w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Wymagania szczego6towe
I. Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;
9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje sie wzorami na
logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm poteqgi.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B
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Dane sg liczby a = log, (35 + V13) oraz b = log,(3v5 — V13).
Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.
Liczba a + b jestréwna

A. log, 45 B. log, 30 C. 4 D. 5

Wymagania ogolne

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczeh na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu probleméw w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢

matematycznych.

Wymagania szczegotowe
I. Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
1) wykonuje dziatania ([...] logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;
9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje sie wzorami na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.
Il.  Woyrazenia algebraiczne. Zdajgcy:
1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)?, (a — b)?, a? — b2.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
D



X
Dane sg dwie liczby x i y, takie ze iloraz ; jest rowny
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145
7

xX+y

Oblicz wartos¢ wyrazenia —

Wynik podaj w postaci

a+/b
C

, gdzie a, b, ¢ saliczbami catkowitymi dodatnimi.

Wymaganie ogodlne

Sprawnosc¢ rachunkowa.

Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
stosowanie praw dziatah matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu problemow w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Wymagania szczegbétowe

Liczby rzeczywiste. Zdajacy:

1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych.

Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)?, (a — b)?, a? — b2.

Zasady oceniania

2 pkt — przeksztatcenie wyrazenia x+Ty do postaci 1+2
. . xty . 2 3+/5
1 pkt — przeksztatcenie wyrazenia —= do postaci 1 + lub .
PP y x P 1+/5 1+J5

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob 1.
Xty _ LY, 2 1+V5+2 3+V5 3445 1-+5
x x 1+4v5 1445 1++/5 14++5 1—-+5

3-3V5+V5-5 —2-2V5 1++5

1-5 —4 2
Sposob 2.
x + 2 2 1-45 2—-25
o1+l —"— =1+ : =142
x x 1++/5 1++5 1-+5 —4
_ Y51 24V5-1 1445
B 2 2 2
Sposob 3.
x+y x 1+v5,2 3+4+5
x+y: y y+1_ 2 +7: 2 :3+\/§:
x ad X 1+4V5  1+V5 1+45
y y ) 2
3+V5 1-vV5 -2-2V5 1445
1+v5 1-v5  —4 2
Sposob 4.
. .. x 1+/5 ,
Z rownosci y= 7 wyznaczamy Xx:
<1+\/§>
X = ) y

Wyznaczony x podstawimy do wyrazenia %:

1+ +5 1+ +/5
. . 1+vV5 2 3++5
x+y_< 2 >y+y y< 2 +1> ) 2 _3+V5

x (1+£>.y B y_<1+\/§> " 14V5  1+v5 1445
2 2

2 2
345 1-v5 —2-2V5 1445
1+vV5 1-+5 —4 2
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Dane sg liczby a =5 —2 oraz b = /5 + 2.

a-b a-+vb
+vb a-b

Oblicz wartos¢ wyrazenia

dla podanych a i b.

Wymaganie ogdélne

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczeh na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu probleméw w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Wymagania szczegotowe
I. Liczby rzeczywiste. Zdajgcy:
1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych.
Il.  Woyrazenia algebraiczne. Zdajacy:
1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)?, (a — b)?, a? — b2.

Zasady oceniania
2 pkt — poprawna metoda obliczenia wartosci wyrazenia dla podanych a i b oraz
ab va—b _ 1
va+/b  a—b 7
ab _va—/b
va+Jb  a-=b

zapisanie poprawnego wyniku:

1 pkt — przeksztatcenie wyrazenia do postaci a - b

ALBO

— wykazanie, ze liczby a i b albo liczby vVa + Vb i */z:

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

b . :
 Sawzajemnie odwrotne.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.

Przeksztatcamy rownowaznie wyrazenie do najprostszej postaci:

a-b '\/_—\/E_ a-b a—>b a-b-(a—b)_a-b-(a—b)_

Va+vb a-b Va+vb va-vb (va)-(vb) @~ b “?
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Podstawiamy wartosci a i b do otrzymanego wyrazenia i obliczamy jego warto$c:

ab=(\5-2)V5+2)=(V5) —22=5-4=1

Sposob 2.

Zauwazmy, ze:

a-b=(5-2)-(V5+2)=(\5) —22=5-4=1

zatem liczby a i b sa wzajemnie odwrotne. Zauwazamy takze, ze:

\/5—\/5_a—b_

(\/E+\/E)- a-b a-b

\/E—\/Ftk. emnie odwrotne. fi va—vb 1
akze s3 wzajemnie odwrotne, fj. — —= = —=—=

co oznacza, ze liczby vVa + Vb i

Z powyzszych zaleznosci wynika

a-b .\/5—\/5_ 1 1

Vaivb a-b U evs va+vs T

2
Dana jest liczba x = a — (V3 —+/2)", gdzie a nalezy do zbioru liczb rzeczywistych.
W rozwigzaniu zadania uwzglednij fakt, ze liczby V2, V3 oraz V2 -v/3 sa niewymierne.

Dokoncz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich dokonczenie
zdania byto prawdziwe.

Liczba x jest wymierna dla

a=>5
a=(Z-v3) +03
a=6

a=-2V6+12,5
a=(Z-v3) -2V6
a=—6

mm oo w >
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Wymaganie ogoélne

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
stosowanie praw dziatah matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu problemow w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Wymaganie szczegbétowe
Il.  Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy:
1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)?, (a — b)?, a? — b2.

Zasady oceniania

2 pkt — wybranie dwéch poprawnych odpowiedzi: B i D.

1 pkt — wybranie jednej lub dwoch odpowiedzi, z ktérych jedna jest poprawna: B albo D.
0 pkt — odpowiedz catkowicie niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiagzanie
BD

Komentarz
Przeksztatcimy rownowaznie wyrazenie okreslajgce liczbe x —w tym celu zastosujemy m.in.
wzér skréconego mnozenia:

2 2 2
x=a—(\/§—\/§) =a—(\/§ —2-\/§-\/§+\/§)=a—(3—2\/€+2)=
=a-(5-2V6)=a—-5+2V6
Liczba x bedzie wymierna, jesli liczba a bedzie postaci: a = g — 2/6, gdzie q bedzie
dowolng liczbg wymierna:
x=q—-2V/6-5+2V6=q—5
Sprawdzimy, ktére z liczb a podanych w odpowiedziach A—F majg posta¢ a = q — 26
(gdzie g jest wymierne):

A. a=>5

B. a=(V2-v3) +03=5-2V6+03=53-2/6
C. a=6

D. a=-2V6+125

E. a=5-2/6-2V/6=5-4/6

F. a=—\/5

Liczby podane w odpowiedziach B i D majg zgdang postac.
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2x2 x—-2

Dane jest wyrazenie W(x) = —5— —

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F —
jesli jest falszywe.

1. | Wartos¢ wyrazenia W (x) jest okreslona dla kazdej liczby rzeczywistej x. P | F

2x

2. | Jezeli warto$¢ wyrazenia W (x) jest okreslona, to W(x) = PR

Wymagania ogélne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia poprawnosci rozwigzywania problemow,
tworzenie ciggu argumentow gwarantujgcych poprawnos¢ rozwigzania
i skutecznos¢ w poszukiwaniu rozwigzan zagadnienia.
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymagania szczegbétowe

Il.  Woyrazenia algebraiczne. Zdajgcy:
1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)?, (a — b)?, a? — b?;
4) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
FP
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Dana jest nieréwnosé
2x—1 x+2 1

— 2 —_

2 3 6

Na ktérym rysunku poprawnie zaznaczono na osi liczbowej zbiér wszystkich liczb
rzeczywistych spetniajgcych powyzsza nieréwnos¢? Zaznacz wlasciwa odpowiedz
sposrod podanych.

A. Y ~
. O— >
0 1 2 X
B ::‘ >
0 1 2 X
C N >
||u >
0 1 2 X

Wymaganie ogélne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Wymagania szczego6towe
|.  Liczby rzeczywiste. Zdajgcy:

6) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty na osi liczbowe;j.
lll. Rownania i nieréwnosci. Zdajacy:

3) rozwigzuje nierownosci liniowe z jedng niewiadoma.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B
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Dane jest rownanie
2 X = 1
2x+1 x+2

Wyznacz dziedzine tego rownania. Rozwiaz to réwnanie.

Wymaganie ogdélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Wymagania szczegotowe
lll. Rownania i nieréwnosci. Zdajacy:
1) przeksztatca rownania i nieréwnosci w sposob réwnowazny, w tym np. przeksztatca
_x+3.
x+1~ 2x—1'
4) rozwigzuje rownania i nierownosci kwadratowe.

rownowaznie rownanie

Zasady oceniania

Czes¢ | (Wyznaczenie dziedziny rownania)

1 pkt — poprawne wyznaczenie dziedziny rownania: x # —% i x # —2.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Czes¢ Il (Rozwigzanie réwnania)
2 pkt — poprawna metoda rozwigzania réwnania i obliczenie wszystkich rozwigzan rownania:

5
(=1, 5
1 pkt — poprawne przeksztatcenie réwnania 2 = x-1 do réwnania kwadratowego, np.

2x+1  x+2
2+ 2)=(2x+ D(x—-1).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania

. . 2 x—1 . 1.
Réwnanie %Il — x¥2 masens liczbowy dla x # —5 X * —2.
Przeksztatcamy rownanie:

2 x-1
2x+1 x+2

2c+2)=2x+D(x—-1)
2x+4=2x?-2x+x—-1
2x>—=3x—-5=0

Sposdb 1. rozwigzania réwnania 2x? —3x — 5 = 0.

Obliczamy wyréznik A tréjmianu kwadratowego 2x2 — 3x — 5 (zobacz w Wybranych
wzorach matematycznych):

A=(=3)2—4-2-(=5) =9+ 40 = 49

Stad
) -VAT
METTo Iy T
_—(=3)+V49 5
=TT T2

Sposéb 2. rozwigzania réwnania 2x% — 3x — 5 = 0.

Rozwigzemy réwnanie kwadratowe, wykorzystujac metode dopetnienia wyrazenia do
petnego kwadratu. Przeksztatcimy réwnowaznie tréjmian kwadratowy 2x2 — 3x — 5:

3 3y 9 3y 9
2x2—3x—5=2(x2—§x>—5=2[<x——) —-— —5=2<x——) ———5=

4) 16 4) 8
_2< 3)2 49
—\T) T8

Przeksztatcamy réwnowaznie réwnanie 2x2 — 3x — 5 = 0, otrzymujgc:

2( 3)2 9 _,
*T4) T8 T

2( 3)2_49
T4 T8

( 3)2_49
T4 T16

-3l =
T4l T2
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7
Z lub X—ZZ—
5
> lub x =—

Sposéb 3. rozwigzania réwnania 2x% — 3x — 5 = 0.

Rozwigzemy rownanie kwadratowe, wykorzystujgc metode grupowania wyrazow:

2x> —=5x+2x—-5=0

(e 2) -3 -0
x| x > X 5) =
5
(x—i)(2x+2)=0
5
x—§=0 lub 2x+2=0

—5Ib =-1
x—2 ub x =

Otrzymane pierwiastki sg rézne od liczby (— %) oraz od liczby (—2), wiec sg

rozwigzaniami danego roéwnania.

Rozwigz nieréwnos¢
Bx—-4)x-1)<x

Wymaganie ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymaganie szczegoétowe
lll. Rownania i nieréwnosci. Zdajacy:
4) rozwigzuje réwnania i nierownosci kwadratowe.
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Zasady oceniania
2 pkt — obliczenie pierwiastkéw tréjmianu kwadratowego 3x2 — 8x + 4:

2
X1 =3 oraz X, =2
oraz zapisanie zbioru rozwigzan nieréwnosci: x € §,2

ALBO
— obliczenie pierwiastkdw tréjmianu kwadratowego 3x% — 8x + 4:

x1=%oraz X, =2

oraz przedstawienie zbioru rozwigzan nieréwnosci w postaci graficznej z poprawnie
zaznaczonymi koncami przedziatow

1 pkt — obliczenie pierwiastkdw tréjmianu kwadratowego 3x2 — 8x + 4:
X1 =% oraz x, = 2.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Przeksztatcamy nierownosc:

Bx—4)(x-1<x
3x2 —3x—4x+4<x
3x2—8x+4<0

Obliczamy wyréznik tréjmianu 3x2 — 8x + 4 (zobacz w Wybranych wzorach matematycznych):

A=(-8)2—4-3-4=16

i obliczamy jego pierwiastki:

_—(-8)—-V16 2
T3 T3
—(-8) + V16
x,=— 2 Y2 _ >
2.3

Podajemy zbidr rozwigzanh nieréwnosci: x € (§, 2) lub zaznaczamy zbiér rozwigzan na osi

liczbowej:
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Rozwazmy takie liczby rzeczywiste a i b, ktére spetiajg warunki:

a#0, b#0 oraz a3+ b3 = (a+b)(a®+ 3ab + b?).

Oblicz wartosé¢ liczbowa wyrazenia % dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b,

spetniajagcych powyzsze warunki.

Wymaganie ogodlne

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu problemoéw w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Wymagania szczego6towe
Il.  Wyrazenia algebraiczne. Zdajgcy:
2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej i wielu zmiennych;
3) wylgcza poza nawias jednomian z sumy algebraiczne;.
lll. Réwnania i nieréwnos$ci. Zdajgcy:
1) przeksztatca rownania i nieréwnosci w sposob réwnowazny, w tym np. przeksztatca
x+ 3,
x+1 2x—1’
5) rozwigzuje rownania wielomianowe postaci W(x) = 0 dla wielomianéw
doprowadzonych do postaci iloczynowej.

rownowaznie rownanie

Zasady oceniania

3 pkt — poprawna metoda obliczenia wartosci ilorazu % oraz podanie poprawnego wyniku

- =-1
b

2 pkt — przeksztatcenie réwnania do postaci 4ab(a + b) = 0 oraz wyznaczenie rozwigzan
tego rownania: a =0, b =0, a = —b (bez uwzglednienia warunkéw zadania).

1 pkt — przeksztatcenie réwnania do postaci 4ab(a + b) = 0.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie

Réwnanie podane w zadaniu przeksztatcamy w sposob rownowazny.

a®+ b3 = (a+ b)(a? + 3ab + b?)
a®+ b3 = a3 + 3a%b + ab? + a®b + 3ab?* + b3
a® + b3 = a® + 4a*b + 4ab? + b3
0 = 4a’b + 4ab?
4ab(a+b) =0

lloczyn po lewej stronie rownania jest réwny 0, gdy co najmniej jeden z czynnikéw jest
réowny 0. Zatem:

4dab=0 Ilub a+b=0
Stad mamy:
a=0 lub b=0 Ilub a=-b

Gdy uwzglednimy warunki zadania a # 0 i b # 0, to pozostaje jedynie mozliwos¢ a = —b.
Stad otrzymujemy:
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Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

x+2y=1

Uktad rownan {—4x _8y=—4

nie ma rozwigzan.
ma dokfadnie jedno rozwigzanie.

ma dokfadnie dwa rozwigzania.

o o w >

ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Wymaganie ogolne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymaganie szczegbétowe
IV. Ukfady rownan. Zdajacy:
1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, podaje interpretacje
geometryczng uktadéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiagzanie
D
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FUNKCJE, CIAGI, OPTYMALIZACJA

Funkcja y = f(x) jest okreslona za pomoca tabeli

x |-3|-2|-1] 0| 1| 2| 3

y |-3] 2|01 }|0] 2|1

Ocen prawdziwosé ponizszych stwierdzen. Zaznacz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Funkcja f ma doktadnie jedno miejsce zerowe. P F

W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (x,y) wykres funkcji f jest
symetryczny wzgledem osi Oy.

Najwieksza wartos¢ funkcji f jest réwna 3. P F

Wymaganie ogélne
II.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow, diagramow,
tabel.

Wymaganie szczegbétowe
V. Funkcje. Zdajacy:
3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykresow,
wzorow itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego zrédta
informaciji lub kilku Zzrodet jednoczesnie.

Zasady oceniania

2 pkt — poprawne zaznaczenie w trzech zdaniach.
1 pkt — poprawne zaznaczenie w dwoch zdaniach.
0 pkt — brak spetnienia powyzszych kryteriéw.

Rozwigzanie
FFF
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Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (x,y) wykresy funkcii liniowych
f(x)=02m+7)x+5 oraz g(x) = 3x nie majg punktow wspdinych dla

A. m=-2 B. m=-1 C.m=1 D. m=2

Wymaganie ogélne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajgcych poprawnos$¢ rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.

Wymaganie szczegoétowe
V. Funkcje. Zdajacy:
5) interpretuje wspotczynniki wystepujgce we wzorze funkgciji liniowe;.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiagzanie
A
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Dana jest funkcja f okreslona wzorem:

2x—6 dlax<?2
f(x)={

x—4 dax>2

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Miejscem zerowym funkcji f jest liczba

A. (=6) B. (—4) C. 3 D. 4

Wymaganie ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymagania szczegotowe
V. Funkcje. Zdajacy:
1) okresla funkcje jako jednoznaczne przyporzgdkowanie za pomocg opisu stownego,
tabeli, wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na réznych przedziatach);
3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykreséw,
wzorow itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego zrédta
informacji lub kilku zrodet jednoczesnie.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
D
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Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = x> — b — 2v/2 dla kazdej liczby
rzeczywistej x. Miejscem zerowym funkcji f jest x =2 + 1.

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Wspotczynnik b we wzorze funkcji f jest rowny

A. (=3) B. 3 C. 3—+2 D. 3—2V2

Wymagania ogolne

Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec

matematycznych.

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
stosowanie praw dziatah matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu problemow w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Wymagania szczegbétowe
Il.  Woyrazenia algebraiczne. Zdajgcy:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)?, (a — b)?, a? — b2.
V. Funkcje. Zdajacy:

2) oblicza wartos¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B
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Funkcja kwadratowa f jest okreslona wzorem f(x) = 3x? + 2x + m dla kazdej liczby
rzeczywistej x. Wspotczynnik m jest liczbg rzeczywistg mniejszg od zera.

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

43

Funkcja f
A. | ma dwa rzeczywiste miejsca zerowe, 1. 4—-12m >0
B. |ma jedno rzeczywiste miejsce zerowe, poniewaz 2. 4—-12m =0
C. |nie ma rzeczywistych miejsc zerowych, 3. 4—-12m <0

Wymagania ogolne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych;
3. Tworzenie pomocniczych obiektow matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania problemu.
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawnos$é rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.

Wymagania szczegbétowe
lll. Réwnania i nieréwnosci. Zdajgcy:
4) rozwigzuje rownania i nierownosci kwadratowe.
V. Funkcje. Zdajacy:
8) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
ogolnej, kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje).

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
Al
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Wykres funkcji y = f(x) przedstawiono w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (x,y)
na rysunku ponizej.

Wymaganie ogdélne
II.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tek$cie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow, diagramow,
tabel.

Wymaganie szczegoétowe
V. Funkcje. Zdajacy:
4) odczytuje z wykresu funkgciji: [...] przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci
wieksze (nie mniejsze) lub mniejsze (nie wieksze) od danej liczby [...].

Zasady oceniania
1 pkt — rozwigzanie poprawne.
0 pkt — rozwigzanie niepoprawne lub niepetne albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
[-5,—1) U (7,8]
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Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Funkcja f jest malejgca w przedziale
A. [-5,-3] B. [3,8] C. [0,6] D. [-3,3]

Wymaganie ogdélne
II.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykreséw, diagramow,
tabel.

Wymaganie szczegbétowe
V. Funkcje. Zdajacy:
4) odczytuje z wykresu funkgciji [...] przedziaty monotonicznosci [...].

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
D

Uzupetnij zdania. Wpisz odpowiednie liczby w wykropkowanych miejscach tak, aby
zdania byty prawdziwe.

1. Najwieksza wartos$¢ funkcji f jestréwna ......... .

2. Najmniejsza warto$¢ funkcji f w przedziale [6,8] jestréwna ......... :

Wymaganie ogolne
II.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow, diagramow,
tabel.

Wymaganie szczegbétowe
V. Funkcje. Zdajacy:
4) odczytuje z wykresu funkcji [...] najwieksze i najmniejsze wartosci funkgji (o ile
istniejg) w danym przedziale domknietym [...].
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Zasady oceniania

2 pkt — poprawnie uzupetnione dwie luki.

1 pkt — poprawnie uzupetniona jedna luka.

0 pkt — brak spetnienia powyzszych kryteriow.

Pelne rozwiazanie

1. Najwieksza wartos¢ funkcji f jest rowna L6

2. Najmniejsza wartos¢ funkcji f w przedziale [6,8] jest réwna L0

Funkcja f jest okreslona nastepujgco:
x+4 dla x € [—8,0]
f(x) =< 4 dla x € (0, 4]
—2x+12 dla x € (4,6)

Wykres funkcji y = f(x) przedstawiono w kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych (x,y)

na rysunku ponizej.
y A

8__
y=f(x)

Uzupetnij zdania. Wpisz odpowiednie przedzialy w wykropkowanych miejscach tak,
aby zdania byly prawdziwe.

1. Dziedzing funkcji f jest przedziat ............... :

2. Zbiorem wartos$ci funkcji f jest przedziat ............... .

3. Zbiorem wszystkich argumentéw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci

nieujemne, jest przedziat ............... :

4. Zbiorem wszystkich rozwigzan rownania f(x) = 4 jest przedziat ............... i
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Wymaganie ogoélne
Il.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykreséw, diagramow,
tabel.

Wymagania szczegétowe
V. Funkcje. Zdajacy:

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykresow,
wzordw itp., réwniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego zrédta
informaciji lub kilku zrodet jednoczesnie;

4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie
mniejsze) lub mniejsze (nie wigksze) od danej liczby, najwigksze i najmniejsze
wartosci funkgiji (o ile istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla
ktérych wartosci najwieksze i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane.

Zasady oceniania

4 pkt — poprawnie uzupetnione cztery luki.

3 pkt — poprawnie uzupetnione trzy luki.

2 pkt — poprawnie uzupetnione dwie luki.

1 pkt — poprawnie uzupetniona jedna luka.

0 pkt — brak spetnienia powyzszych kryteriow.

Petne rozwigzanie

1. Dziedzing funkcji f jest przedziat [_8'6)
2. Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat ...L...7 0. .
3. Zbiorem wszystkich argumentéw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci

nieujemne, jest przedziat L1=40) :

4. Zbiorem wszystkich rozwigzan rownania f(x) = 4 jest przedziat ....t.. 0L .. .
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Dana jest funkcja y = f(x), ktorej wykres przedstawiono
w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (x,y) na rysunku

Informator o egzaminie maturalnym z matematyki na poziomie podstawowym od roku szkolnego 2024/2025

A

/\y = f(x)
A

»

obok.
Funkcje g oraz h sa okreslone za pomocg funkcji f . 1
nastepujaco: —8-6—4-2 9
y=9gx) =f(x+2) y=h(x)=f(x)+2 L4t
=61
Na rysunkach A—F przedstawiono wykresy réznych funkcji — _ g

2 46 8

w tym wykresy funkcji g oraz h.

Kazdej z funkcji y = g(x) oraz y = h(x) przyporzadkuj jej wykres. Wpisz obok

symboli funkcji w tabeli ponizej wtasciwe odpowiedzi wybrane sposréd A—F.

Funkcja Rysunek
y=gx)
y = h(x)
A. B.
v A VA VA
8/\ 8t 81
&1 61 61
41 41 //\
21 2-/\ 21
5 6420 2 4 68 x 66470 2% 66 x 66420 2 468 =x
b 20| 21
=41 =4+ 41
=61 =61 =61
=87 =87 =87
D. E. F.
VA YV A VA
81 81 8/\
/\ s\ st
41 1 41
21 21 21
—8—6—4—2'(2) 2 4 6 8 «x —8—6—4—23 2 4 6 8 «x —8—6—4—28 2 4 6 8 «x
=41 =4t 41
=671 =61 =61
=87 =87 =87

»
X
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Wymaganie ogoélne
Il.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykreséw, diagramow,
tabel.

Wymaganie szczegétowe
V. Funkcje. Zdajacy:
12) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = f(x — a),
y =f(x)+b.

Zasady oceniania

2 pkt — poprawne przyporzgdkowanie wykresow dla obu funkgiji.
1 pkt — poprawne przyporzadkowanie wykresu dla jednej funkcji.
0 pkt — rozwigzanie niepoprawne albo brak rozwigzania.

Pelne rozwiazanie

Funkcja Rysunek
y=g(x) D
y = h(x) F
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Dana jest funkcja kwadratowa y = f(x), ktérej fragment wykresu przedstawiono
w kartezjanskim uktadzie wspéirzednych (x,y) na rysunku ponize;.

y A

8__

y=f(x)

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych, jezeli wiadomo, ze
jeden ze wzoréw podanych w odpowiedziach A-D to wzoér funkcji f.

Funkcja kwadratowa y = f(x) jest okreslona wzorem
A y=—(x+5)?-6
B.y=—(x+5)?*+6
C.y=—(x-5)?2-6
D. y=—(x—5)*+6

Wymaganie ogolne
II.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow, diagramow,
tabel.

Wymaganie szczegbétowe
V. Funkcje. Zdajacy:
9) wyznacza wzér funkcji kwadratowej na podstawie informaciji o tej funkgc;ji lub o jej
wykresie.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B
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Do wykresu pewnej funkcji kwadratowej y = g(x) nalezy punkt o wspotrzednych (2, —6).
Osig symetrii wykresu tej funkgciji jest prosta o réwnaniu x = 3, a jednym z miejsc zerowych
funkcji g jest x; = 1.

Wyznacz wzér funkcji g w postaciiloczynowe;j.

Wymaganie ogodlne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymagania szczegbétowe
V. Funkcje. Zdajacy:
8) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
0godlnej, kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje);
9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie informaciji o tej funkcji lub o jej
wykresie.

Zasady oceniania

2 pkt — poprawna metoda wyznaczenia postaci iloczynowej funkcji g oraz zapisanie jej
wzoru: g(x) = 2(x — 1)(x — 5).

1 pkt — zapisanie wzoru funkcji g w postaci g(x) = a(x — 1)(x — 5).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.

Zauwazmy, ze pierwsza wspotrzedna punktu przeciecia osi symetrii wykresu funkcji
kwadratowej z osig Ox jest Srodkiem odcinka, ktérego koricami sg miejsca zerowe tej
funkciji. Zatem:

1+x,
3=
2

i stad x, =5

Zapiszemy wzor funkcji g w postaci iloczynowej dla pewnego rzeczywistego
wspotczynnika a:
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g(x) = a(x - 1(x=5)

Obliczymy wspétczynnik a. Wykres funkcji przechodzi przez punkt (2,—6), zatem:

—-6=a(2-1)(2-5), wiec —6=a-(-3) i stad a=2

Wzér funkcji g w postaci iloczynowej ma postac:

g(x) =2(x-1)(x=5)

Sposob 2.

Naszkicujemy fragment wykresu funkcji kwadratowej y = g(x), ktéry spetnia warunki:
1) przechodzi przez punkt P = (2,—6),

2) posiada os symetrii x = 3,

3) przecina 0 Ox w punkcie (1,0) (miejsce zerowe funkcji g to x; = 1).

VA

8
61
%
2

6642 o[ 12]4]6 8 %
-24
-4+
-6+
-g4

Drugie miejsce zerowe funkcji g jest potozone symetrycznie do x; = 1 wzgledem prostej
x = 3. Zatem drugim miejscem zerowym jest x, = 5.

Zapiszemy wzor funkcji g w postaci iloczynowej dla pewnego rzeczywistego
wspotczynnika a:

g(x) = a(x = 1(x=5)

Obliczymy wspotczynnik a. Wykres funkcji przechodzi przez punkt (2, —6), zatem:

—-6=a(2—-1)(2-5)
Stad a = 2.

Wzér funkcji g w postaci iloczynowej ma postac:

g(x) =2(x-1(x-5)
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Na podstawie zasad dynamiki mozna udowodni¢, ze torem ruchu rzuconej pitki — przy
pominieciu oporéw powietrza — jest fragment paraboli.

Koszykarz wykonat rzut do kosza z odlegtosci x;, = 7,01 m, liczac od $rodka pitki do srodka
obreczy kosza w linii poziome;j.

Do opisu toru ruchu przyjmiemy ukfad wspétrzednych, w ktérym $rodek pitki w chwili
poczatkowej znajdowat sie w punkcie x, =0, y, = 2,50 m.

Srodek pitki podczas rzutu poruszat sie po paraboli danej réwnaniem:

y =-0,174x% + 1,3x + 2,5

Rzut okazat sie udany, a srodek pitki przeszedt doktadnie przez srodek kotowej obreczy
kosza. Na rysunku ponizej przedstawiono te sytuacje oraz tor ruchu pitki w uktadzie
wspotrzednych.

y, M4

(0,0) 701 x,m

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Obrecz kosza znajduje sie na wysokosci (podanej w zaokragleniu z doktadnoscig do 0,01 m)

A. 3,04m B. 3,06 m C. 3,80m D. 493 m
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Wymagania ogoélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych i teoretycznych.
II.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow, diagramow,
tabel.

Wymaganie szczegbétowe
V. Funkcje. Zdajacy:
11) wykorzystuje wiasnosci funkcji [...] kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych w kontekscie praktycznym.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
B

Oblicz wysokos¢ maksymalna, na jaka wzniesie si¢ srodek pitki podczas opisanego
rzutu. Wynik zapisz w metrach w zaokragleniu do drugiego miejsca po przecinku.

Wymagania ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych i teoretycznych.
Il.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykreséw, diagramow,
tabel.
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Wymagania szczego6towe
V. Funkcje. Zdajacy:
10) wyznacza najwiekszg i najmniejszg wartos¢ funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym;
11) wykorzystuje wiasnosci funkcji [...] kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych w kontekscie praktycznym.

Zasady oceniania

2 pkt — poprawna metoda rozwigzania oraz zapisanie wyniku 4,93 m.

1 pkt — zastosowanie wzoru na wierzchotek paraboli oraz poprawne podstawienie
wszystkich danych liczbowych do tego wzoru
ALBO

— zapisanie wzoru funkcji w postaci y = —0,174(x — p)? + q oraz zidentyfikowanie

q jako wspétrzednej wierzchotka paraboli lub wysokosci maksymalnej rzutu.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.

Wysokos¢ maksymalna, na jakg wzniesie sie srodek pitki, jest rowna wspotrzednej y
wierzchotka paraboli. Skorzystamy ze wzoru na wierzchotek paraboli (zobacz w Wybranych
wzorach matematycznych):

o bi-dac_ 13244-0174-25
max = Yw =TT T 4. (—0,174)

~ 4,93 m

Sposob 2.

Wysoko$¢ maksymalna, na jakg wzniesie sie srodek pitki, jest rowna wspotrzednej y
wierzchotka paraboli. Wartos¢ te mozemy wyznaczy¢, przeksztatcajgc wzor funkcji
kwadratowej y = —0,174x2 + 1,3x + 2,5 do postaci kanonicznej:

y=-0174(x —p)? +¢q

gdzie:
hmax =Yw =q
y=—0174x2+13x+25=—0174(x2— 3 x)+25=
) ) ) ) 0'174 )
=—0,174 ( 13 )2 ( 13 >2+25—
- XT20174 20,174 =
=—-0,174 ( L3 )2+0174 ( L3 )2+25
- X T 270174 ’ 20,174 ’
Zatem

2
) +2,5~493m

)

hmax = Yw =q =0,174 - (—2 0,174
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W opisanym rzucie pitka przeleciata swobodnie przez obrecz kosza i upadta na parkiet.
Przyjmij, ze obrecz kosza nie miata siatki, a na drodze rzutu nie byto zadnej przeszkody.
Promien pitki jest rowny 0,12 m.

Oblicz wspoétrzedna x srodka pitki w momencie, w ktérym pitka dotkneta parkietu.
Wynik zapisz w metrach w zaokragleniu do drugiego miejsca po przecinku.

Wymagania ogolne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych i teoretycznych.
II.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tek$cie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow, diagramow,
tabel.

Wymagania szczegotowe
V. Funkcje. Zdajacy:
11) wykorzystuje wtasnosci funkcji [...] kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych w kontekscie praktycznym.
lll. Rownania i nieréwnosci. Zdajacy:
4) rozwigzuje rownania i nierownosci kwadratowe.
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Zasady oceniania

3 pkt — poprawna metoda wyznaczenia wspotrzednej x oraz zapisanie wyniku: 8,99 m.
2 pkt — poprawne rozwigzanie réwnania 0,174x2 — 1,3x — 2,38 = 0.

1 pkt — zapisanie réwnania 0,12 = —0,174x2 + 1,3x + 2,5.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Zauwazmy, ze w momencie gdy pitka upadta i dotkneta parkietu, to srodek pitki nalezy do
paraboli oraz znajduje sie na wysokosci 0,12 m ponad parkietem. Zatem wspéirzedne
(x,y) srodka pitki spetniajg rownanie paraboli, a wspoétrzedna y = 0,12 m.

0,12 = —-0,174x> + 1,3x + 2,5
0,174x%* —1,3x — 2,38 =0

Rozwigzujemy otrzymane rownanie kwadratowe.
Obliczamy wyréznik A tréjmianu kwadratowego 0,174x2 — 1,3x — 2,38 (zobacz
w Wybranych wzorach matematycznych):

A=(-1,3)2—4-0,174 - (—2,38) = 3,34648

Rozwigzaniami powyzszego réwnania kwadratowego sg liczby:

1,3 -334648 13 +/334648
170348 1= 70,348
x, = —1,52 x, = 8,99

Wspétrzedna x srodka pitki w momencie, w ktdrym pitka dotkneta parkietu, jest rowna
w przyblizeniu 8,99 m.
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Czas T potowicznego rozpadu izotopu promieniotworczego to czas, po ktérym liczba jader
danego izotopu (a zatem i masa tego izotopu) zmniejsza sie o potowe — tzn. potowa jgder
danego izotopu przemienia sie w inne jgdra. Liczba jgder N(t) izotopu promieniotwdrczego
pozostajgcych w probce po czasie t, liczgc od chwili t, = 0, wyraza sie zaleznoscig
wyktadnicza:

t

o= (3

gdzie N, jest liczbg jgder izotopu promieniotwdrczego w chwili poczatkowej t, = 0.

Na ponizszych rysunkach 1.—4. przedstawiono wykresy zaleznosci, z ktérych doktadnie jeden
poprawnie ilustruje N(t).

Rysunek 1. Rysunek 2.
N A N A

No

N 4
N 4

ool T (0,0)
Rysunek 3. Rysunek 4.
N A N A
Ny No
o0 T (0,0)

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Wykres zaleznosci wykfadniczej N(t) — opisanej we wstepie do zadania — przedstawiono na

A. rysunku 1. B. rysunku 2. C. rysunku 3. D. rysunku 4.
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Wymaganie ogoélne
Il.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow [...].

Wymaganie szczegétowe
V. Funkcje. Zdajacy:
14) postuguje sie funkcjami wyktadniczg i logarytmiczna, w tym ich wykresami, do opisu
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiagzanie
A

Zadanie 33.2. (0-3)

Czas potowicznego rozpadu wegla 1#C to okoto
5700 lat. Naukowcy oszacowali za pomocg
datowania radioweglowego, ze masa izotopu
wegla *C w pewnym organicznym znalezisku

archeologicznym stanowi 1_16 masy tego izotopu,

jaka utrzymywata sie podczas zycia organizmu.

Oblicz, ile lat ma opisane znalezisko archeologiczne. Wynik podaj z doktadnoscia do
stu lat.
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Wymagania ogoélne
Il.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zarowno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow [...].
lIl. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemoéw
praktycznych i teoretycznych.

Wymagania szczego6towe
|.  Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
1) wykonuje dziatania ([...] mnozenie, dzielenie, potegowanie, [...]) w zbiorze liczb
rzeczywistych.
V. Funkcje. Zdajacy:
14) postuguje sie funkcjami wyktadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

Zasady oceniania
dla rozwigzania sposobem 1.

3 pkt — poprawna metoda obliczenia t oraz podanie poprawnego wyniku: t = 22800 lat.
t

1 INT ot
2 pkt — zapisanie rownania: 1z = (E) oraz wyznaczenie z niego = = 4.

t

1 pkt sanie rownania: - m, = m, - (1)
PKt — poprawne zapisanie rownania: 16 moy = mg 5) -

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania
dla rozwigzania sposobem 2.
3 pkt — poprawna metoda obliczenia, ile lat ma znalezisko archeologiczne oraz podanie
poprawnego wyniku: t = 22800 lat.
2 pkt — zapisanie zwigzku miedzy masg izotopu wegla **C jaka utrzymywata sie za zycia
organizmu a masg tego izotopu w znalezisku:
1111 1

Ms=3'2'2'2 M =16 Mo
1 pkt — poprawne zapisanie masy izotopu wegla 1*C po okoto 5700 latach (po czasie

. 1
potowicznego rozpadu): m; = 5+ Mo-

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob 1.

Przyjmijmy, ze:

m, — masa poczatkowa izotopu wegla 4C,

m(t) — masa izotopu wegla *C po czasie t, liczac od chwili t, = 0.

Wykorzystamy wzér podany we wstepie do zadania, opisujgcy rozpad promieniotworczy,

zastosowany do masy izotopu:
t

INT
m(t) =my - (E)
Podstawimy dane z zadania i przeksztatcimy réwnanie:
t t
1 INT 1 INT
mo=m(z) . 5=(3)

Powyzsza rownos¢ oznacza, ze liczba % podniesiona do potegi % daje w wyniku 1_16
Zatem:

Obliczymy, ile lat liczy sobie znalezisko. Z powyzszego réwnania wynika, ze:

t =4T =~ 4-5700 = 22800 lat

Sposob 2.

Przyjmijmy, ze:

m, — masa poczatkowa izotopu wegla *C,

m(t) — masa izotopu wegla *C po czasie t, liczac od chwili t, = 0.

Zgodnie z definicjg pojecia czasu potowicznego rozpadu, po kazdym uptywie czasu rownym
czasowi potowicznego rozpadu, masa izotopu promieniotworczego w prébce zmniejsza sie
o0 potowe. Zatem po kazdym kolejnym uptywie 5700 lat, masa izotopu wegla **C

w prébce/znalezisku zmniejszata sie o potowe.

Zatem:

my = % -m, — masa izotopu wegla *C w prébce po okoto 5700 latach.

m, = % : % ‘my = % -m, — masa izotopu wegla *C w prébce po okoto 11400 latach.
111

ms 7

AL % -m, — masa izotopu wegla *C w prébce po okoto 17 100 latach.
11

My =55 5 5 M= 1i6 - my — masa izotopu wegla 1*C w prébce po okoto 22800 latach.

Znalezisko archeologiczne ma okoto 22800 lat.




62 Informator o egzaminie maturalnym z matematyki na poziomie podstawowym od roku szkolnego 2024/2025

Dany jest ciag (a,) okreslony wzorem rekurencyjnym:

a, = -2
{anﬂ =n-a,+4 dlakazdejliczby naturalnej n > 1

Oblicz sume czterech poczatkowych wyrazoéw ciagu (a,,).

Wymagania ogolne
I.  Sprawnosc¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczeh na liczbach rzeczywistych [...] przy rozwigzywaniu probleméw
w kontekstach rzeczywistych i teoretycznych.
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Wymaganie szczegbétowe
VI. Ciagi. Zdajacy:
2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdéw okreslonych rekurencyjnie.

Zasady oceniania

2 pkt — poprawne obliczenie drugiego, trzeciego i czwartego wyrazu ciggu (a,) oraz ich
sumy: S, = 36.

1 pkt — poprawne obliczenie drugiego, trzeciego i czwartego wyrazu ciggu (a,):
a, =2, a3 =8, a, = 28.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Obliczymy cztery kolejne wyrazy ciggu, stosujgc wzér rekurencyjny:

a, =—2
a,=1-a;+4=1-(-2)+4=2
az=2-a,+4=2-2+4=8
as=3-a3+4=3-8+4=128

Obliczymy sume S, czterech kolejnych poczatkowych wyrazéw ciagu (a,):

S, =—-2+2+8+28=36
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Dany jest ciag (a,) okreslony wzorem ogdlnym a, = 4n — 9 dla kazdej liczby
naturalnej n = 1.

Wykaz, ze ciag (a,) jest arytmetyczny.

Wymaganie ogélne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajgcych poprawnosc¢ rozumowania, odroznianie dowodu od przyktadu.

Wymagania szczegotowe
VI. Ciggi. Zdajacy:
4) sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;
7) wykorzystuje wtasnosci ciggow, w tym arytmetycznych [...] do rozwigzywania zadan

[.].

Zasady oceniania

2 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania uzasadniajgcego, ze cigg jest arytmetyczny,
np. poprawne obliczenie réznicy kolejnych wyrazow oraz wykazanie, Ze jest stata
i nie zalezy od n.

1 pkt — zapisanie réznicy dwoch kolejnych wyrazéw:
Any1—ap, =4 +1)—-9—-(4n-9)

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Zeby udowodni¢, Ze cigg jest arytmetyczny, nalezy wykazac, ze roznica dwdch kolejnych
wyrazéw a,., — a, jest stata i nie zalezy od n.
Wyznaczymy ap4q:

Apny1 =4(n+1)—-9=4n+4-9=4n-5 dlan=>1

Obliczymy réznice kolejnych dwoch wyrazoéw ciggu (a,,):

Ape1—ap =4n—-5—(4n—-9)=4n—-5-4n+9 =4 dlakazdego n > 1

To oznacza, ze cigg (a,) jest ciggiem arytmetycznym o roéznicy r = 4.
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Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

2

Ciag (a,) okreslony wzorem a, = n“ —n dla kazdej liczby naturalnej n = 1 jest

A. |rosnacy, 1. |réznica a,4q — a, jestliczbg ujemna.

poniewaz dla kazdej

B. |malejacy, liczby naturalnej n > 1

2. [rOznica a,.q — a, jestréwna zero.

C. |staty, 3. |rdznica a,,1 — a, jestliczbg dodatnig.

Wymagania ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.
3. Tworzenie pomocniczych obiektow matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentaciji lub rozwigzania problemu.
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawno$¢ rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.

Wymagania szczego6towe
VI. Ciggi. Zdajacy:
1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogolnym:;
3) w prostych przypadkach bada, czy ciag jest rosngcy, czy malejacy.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
A3
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Komentarz
Zbadamy, jaki znak ma réznica: a,;1 — a,:

Api1—ap =M+ -(n+1)—-n?*-n)=n’+2n+1-n—-1—-n*+n=2n
Poniewaz n > 1 to 2n > 0, zatem:
Ansq — an > 0 dla kazdej liczby naturalnej n > 1

To oznacza, ze cigg (a,) jestrosnacy.

1
Funkcja f jest okre$lona wzorem f(x) = p dla kazdej liczby rzeczywistej x # 0.

Oblicz wartos¢ m, dla ktérej liczby f(m), f(1), f(2) sa - odpowiednio —
pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu geometrycznego.

Wymaganie ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymagania szczegotowe
V. Funkcje. Zdajacy:
2) oblicza wartos¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym.
VI. Ciagi. Zdajacy:
4) sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;
7) wykorzystuje wtasnosci ciggow, w tym [...] geometrycznych do rozwigzywania
zadan, réwniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Zasady oceniania
. . . . 1
2 pkt — poprawna metoda rozwigzania oraz podanie poprawnego wyniku: m = 7

1 pkt — obliczenie/zapisanie wartosci funkcji f: f(m) = % f) =1, f(2) =% oraz

wykorzystanie definicji albo wtasnosci ciggu geometrycznego.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.

Wyznaczymy kolejne wyrazy ciggu:

1 1
=—, 1) =1, 2) ==
fm=—, fM=1 f@ =3
Zastosujemy witasnosé/definicje ciggu geometrycznego:
1
f fm " 11
m
Sposob 2.
Wyznaczymy kolejne wyrazy ciggu:
m=— f=1 f@ =
fmy=—, f=1 f@) =3
Zastosujemy witasno$¢ ciggu geometrycznego:
12 = 11 t 1= ! i stad 1
=5 zatem =5 i stg m—z
Sposob 3.
Wyznaczymy kolejne wyrazy ciggu:
= fm) = —f)=1  a=f=
al_fm_m' a, =f =41 az=f =5

Zastosujemy wzér na n-ty wyraz ciggu geometrycznego: a, = a, - q"* ! dla n > 1,
albo wzor rekurencyjny okreslajgcy cigg geometryczny: a,,; = a, -q dla n = 1 iliczby
rzeczywistej q.

Wéwczas:
1 1
as =a,-q, stad —=—=1-q, zatem q==
2 2
) tad 1 1 ) , m
as =a; - q-, S —=—-q°  zatem =—
3 1°4 a 2 m q q 2
Z powyzszych zalezno$ci wynika, ze:
(1)2 B o 1 m t B
) =7 stg =5 zatem m—2
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Powierzchnia magazynowa bedzie sie skladata z dwdch identycznych prostokatnych dziatek
potgczonych wspdinym bokiem. Catos¢ ma by¢ ogrodzona ptotem, przy czym obie dziatki
bedzie rozdzielat wspdlny ptot. W ogrodzeniu bedg zamontowane dwie bramy wjazdowe,
kazda o szerokosci 10 m (zobacz rysunek ponizej). Laczna dlugosé ptotu ogradzajgcego
oraz rozdzielajgcego obie dziatki wyniesie 580 metréw, przy czym szerokosci obu bram
wjazdowych nie wliczajg sie w dtugos¢ ptotu.

A
x
v 1 F 1 -
“«—> “«—>
10 m 10 m

Obliczwymiary x oraz y kazdej z dwéch prostokatnych dziatek, tak aby catkowite
pole powierzchni magazynowej byto najwieksze.

Wymagania ogolne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych i teoretycznych.
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4. Stosowanie i tworzenie strategii podczas rozwigzywania zadan, rowniez
w sytuacjach nietypowych.
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Wymaganie szczegbétowe

XIll. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy.
Zdajacy rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach dajgcych sie opisaé funkcjg
kwadratowa.

Zasady oceniania

4 pkt — poprawna metoda obliczenia obu wymiarow dziatki oraz podanie poprawnych
wynikéow: x = 100 m oraz y =75 m.

3 pkt — poprawne zapisanie wzoru na pole dziatki w zaleznosci od jednej zmiennej oraz
poprawne obliczenie wspotrzednej x wierzchotka paraboli: x = 100 m.

2 pkt — poprawne zapisanie wzoru na pole catkowite powierzchni magazynowej w zaleznosci
od jednej zmiennej:

560 )

P(x) = 2x(150 — 3x) dia x € (0,23°),

1 pkt — zapisanie wzoru na pole catkowite powierzchni magazynowej: P = x - 2y
ALBO
— zapisanie zwigzku miedzy wymiarami dziatki: 3x + 4y — 20 = 580.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Przyjmiemy oznaczenia jak na rysunku w zadaniu. Catkowitg dlugos¢ ptotu — po
uwzglednieniu warunkow zadania — mozna zapisa¢ réwnaniem:

3x +4y —2-10 = 580

Powyzsze réwnanie okresla zwigzek miedzy wymiarami x i y. Wymiar y jednej dziatki
musi by¢ wiekszy od 10 m, ze wzgledu na ustalong szeroko$¢ bramy wjazdowej. W zwigzku
z tym, w modelu matematycznym uwzgledniajgcym warunki zadania, wymiary x i y
spetniaja:

x>0 i y>10

Pole P catkowitej powierzchni magazynowej jest rowne polu prostokgta o bokach dtugosci
x oraz 2y.Zatem:

P=x-2y

Pole powierzchni magazynowej wyrazimy jako funkcje jednej zmiennej x. W tym celu
najpierw wyznaczymy y:

3x + 4y —2- 10 = 580
4y = 600 — 3x

=150 >
y= —3*
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Nastepnie podstawimy wyznaczone y do wzoru na pole P = x - 2y:

P(x) = 2x (150 —Zx)

Wyznaczymy dziedzine funkcji P. Wykorzystamy zwigzek miedzy wymiarami x i y oraz
wykorzystamy warunki, jakie te wymiary spetniaja:

3
y=150—Zx oraz y>10 oraz x>0

Zatem:

3
150—Zx> 10 oraz x>0

560
x < = oraz x>0
. . . . o , 560
Zmienna x moze przyjmowac wartosci z przedziatu (O, T)

Wykresem funkcji P jest fragment paraboli P skierowanej ramionami do dotu. Funkcja P
przyjmuje wartos¢ najwiekszg dla argumentu, ktory jest pierwszg wspdtrzedng wierzchotka
paraboli P. Wspétrzedng x wierzchotka paraboli P obliczymy z miejsc zerowych funkcji
kwadratowej, ktora jest rwnaniem tej paraboli. Rozwigzemy zatem rownanie:

3
2 (150 _2 ) —0
X 4x
Z powyzszego rownania wynika, ze:
3
2x =0 lub 150—Zx=0
x, =0 lub x, = 200

Funkcja P przyjmuje warto$¢ najwiekszg dla argumentu, ktory jest pierwszg wspétrzedng
wierzchotka paraboli P, czyli dla:

X1+ Xy

= =100
x > m

Obliczymy drugi wymiar dziafki, dla ktérego pole powierzchni magazynowe;j jest najwieksze:

3
y=150m—Z-100m=75m

Catkowite pole powierzchni magazynowej jest najwieksze dla dziatki o wymiarach:

x=100m oraz y=75m.
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TRYGONOMETRIA, PLANIMETRIA, GEOMETRIA ANALITYCZNA, STEREOMETRIA

4
Dany jest kat o mierze « taki, ze sina = 3 oraz 90° < a < 180°.

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F —
jesli jest falszywe.

1. | Dla kgta o mierze a spetnione jest rbwnanie: cosa = —%. P | F

2. | Dla kata o mierze a spetnione jest rownanie: |tga| = % P | F

Wymaganie ogolne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymagania szczegbétowe
VII. Trygonometria. Zdajgcy:

1) Wpykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180° [...];
sina

2) korzysta zwzoréw sina + cos?a =1, tga = —
Zasady oceniania

1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
PF
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W trojkacie ABC dane sa dtugosci dwéch bokéw |AB| = 12, |BC| = 8 oraz miara kata
|£#ABC| = 60°.

Oblicz dtugos¢ srodkowej tego trojkata poprowadzonej z wierzchotka A.

Wymaganie ogdélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymagania szczegotowe
VIl. Trygonometria. Zdajacy:
3) stosuje twierdzenie cosinusow [...].
VIII. Planimetria. Zdajgcy:
12) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pdl figur.

Zasady oceniania

dla rozwigzania sposobem 1.

2 pkt — zapisanie poprawnego rownania wynikajgcego z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata
ABD oraz poprawne obliczenie diugosci $rodkowej: |AD| = 4v/7.

1 pkt — zapisanie réwnania wynikajgcego z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata ABD, np.:
|AD|?> = |AB|* + |BD|* — 2 - |AB| - |BD| - cos |4ABC]|
|AD|?> = 122 + 42 —2-12 - 4 - cos 60°

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania

dla rozwigzania sposobem 2.

2 pkt — poprawne zastosowanie twierdzenia Pitagorasa dla tréjkgta AGD oraz poprawne
obliczenie diugosci $rodkowej: |AD| = 4v/7.

1 pkt — wyodrebnienie tréjkata prostokatnego AGD oraz tréjkata GBD o katach: 30°, 60°,
90°, tacznie z poprawnym okresleniem diugosci jego bokéw: |GB| = 2, |DG| = 2+/3.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania ¢
Sposbb 1. (zastosowanie twierdzenia cosinuséw)

Niech D oznacza $rodek odcinka BC.

Wykonamy rysunek pomocniczy (zobacz obok). D
Poniewaz AD jest srodkowg, to |BD| = 4.

4
Do obliczenia dtugosci srodkowej AD zastosujemy A 60° B
twierdzenie cosinusow dla trojkgta ABD: 12
|AD|?> = |AB|* + |BD|?> — 2 - |AB| - |BD| - cos |4ABC]|
1
|AD|? = 122+42—2-12-4-§= 112
|AD| = V112 = 4V7
Sposéb 2. (zastosowanie twierdzenia Pitagorasa i wlasnosci tréjkgta o katach 30°, 60°, 90°)
Niech D oznacza $rodek odcinka BC.
Wykonamy rysunek pomocniczy (zobacz obok).
C
W celu obliczenia dtugosci srodkowej AD zastosujemy
twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata prostokatnego AGD
(gdzie G jest rzutem prostokatnym punktu D na odcinek AB). D
Poniewaz AD jest $rodkowg, to |BD| = 4. 2v3| N
(60
. e A G B
Rozwazmy dalej trojkat GBD. 10 2

Tréjkat GBD ma katy o miarach: 30°, 60°, 90°, skad
wynika, ze przyprostokatne tego trojkata majg dtugosci:

|GB| = 2
IDG| = 23

zatem diugos$c¢ przyprostokatnej AG tréjkata AGD jest réwna

|AG| =12 -2 =10

Obliczymy dtugos¢ srodkowej AD z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AGD:

|AD|? = |AG|? + |GD|?
|AD|? = 102 + (2v/3)? = 112
|AD| = V112 = 47
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Wierzchotki A i C tréjkata ABC lezg na okregu o promieniu 7.
Srodek S tego okregu lezy na boku AB tego tréjkata (zobacz rysunek ponize;j).

Dtugosci bokéw AB i AC saréwne odpowiednio |AB| = 3r oraz |AC| = +/3r.
C

Oblicz miary wszystkich katéw wewnetrznych trojkata ABC.

Wymagania ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.
3. Tworzenie pomocniczych obiektow matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania problemu.

Wymagania szczegotowe
VII. Trygonometria. Zdajgcy:

4) oblicza katy trojkata prostokgtnego i dtugosci jego bokéw przy odpowiednich danych
(rozwigzuje tréjkaty prostokatne, w tym z wykorzystaniem funkcji
trygonometrycznych).

VIII. Planimetria. Zdajgcy:

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cieciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa,

5) stosuje wtasnosci katow wpisanych i Srodkowych;

12) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pdl figur.
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Zasady oceniania
4 pkt — poprawne obliczenie miar katéw trojkgta ABC:
|ACAB| = 30° |4ABC| = 30° |4BCA| = 120°.
3 pkt — poprawne obliczenie miar katéw w tréjkgcie DBC:
|ACDB| = 120°, |4DBC| = 30° |4BCD| = 30°
2 pkt — poprawne obliczenie miar katéw ostrych trojkgta ADC:
|8CAD| = 30°, |4ADC| = 60°.
1 pkt — zapisanie |£ACD| = 90°.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.

Przeanalizujemy zaleznosci miedzy odcinkami i kgtami w przedstawionej sytuaciji.
Na ponizszych rysunkach pomocniczych przedstawimy graficzng ilustracje krokow
postepowania.

1. Kat ACD jest katem wpisanym opartym na s$rednicy, zatem |A£ACD| = 90°, czyli tréjkat
ADC jest prostokatny.

2. Zastosujemy twierdzenie Pitagorasa do obliczenia dtugosci boku |CD|:
|CD|?> = |AD|* - |AC|?

ICDI? = (2r)? — (V3r)” = r?
|CD| =71
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3. Tréjkat ADC o bokach 27, r, V3r jest potowg trojkata rownobocznego, zatem:
|ACAD| = 30°, |4ADC| = 60°

4. Zauwazmy, ze |DB| = |DC| = r, zatem trojkat DBC jest rbwnoramienny. Z tego
i poprzedniego faktu wynika, ze

|A#CDB| = 180° — 60° = 120°, |4DBC| =30°, |4BCD|=30°

Z oméwionych krokéw 1.—4. wynika, ze katy w trojkacie ABC majg miary:

|4CAB| = 30°, |4ABC|=30°, |4BCA|=120°

30° 30°
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Sposob 2.

Przeanalizujemy zaleznosci miedzy odcinkami i katami w przedstawionej sytuacji.
Na ponizszych rysunkach pomocniczych przedstawimy graficzng ilustracje krokow
postepowania.

1. Kat ACD jest kgtem wpisanym opartym na s$rednicy, zatem |£ACD| = 90°.

2. Zauwazmy, ze: cos |4CAD| = % = J;

Stad wynika, ze |4CAD| = 30°, zatem |£ADC| = 60°.

3. Zauwazamy, ze |SC| = |SD| = r, czyli tréjkgt SDC jest rownoramienny, zatem:
|ADCS| = |8SDC| = 60°, stad wynika, ze |£CSD| = 60°.

Z powyzszego wynika, ze tréjkgt SDC jest réwnoboczny.

60°) (60°

4. Zauwazamy, ze |DB| = |DC| = r, zatem tréjkgt DBC jest rownoramienny. Z tych
i poprzednich faktow wynika, ze

|4CDB| = 180° — 60° = 120°, |4DBC| =30°, |4BCD| = 30°
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Z omowionych krokéw 1.—4. wynika, ze katy w trojkacie ABC majg miary:

|4CAB| = 30°,  |4ABC| =30°, |4BCA| = 120°

Punkt S jest srodkiem ciezkosci tréjkgta ABC. Dtlugo$¢ odcinka SA jestréwna 10.

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.
Dtugos¢ srodkowej poprowadzonej z wierzchotka A do boku BC jest rowna

A. 10 B. 15 C. 20 D. 30

Wymaganie ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.

1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢

matematycznych.

Wymaganie szczegbétowe
VIII. Planimetria. Zdajgcy:

10) wskazuje podstawowe punkty szczegdlne w trojkacie: srodek okregu wpisanego

w trojkat, srodek okregu opisanego na tréjkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz

korzysta z ich wiasnosci.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B




78 Informator o egzaminie maturalnym z matematyki na poziomie podstawowym od roku szkolnego 2024/2025

Dane sg okrgg o $rodku S oraz prosta k styczna do okregu w punkcie A.

Odcinek AB jest cieciwg tego okregu. Miara kgta ostrego pomiedzy prostg k a cieciwg AB
jestrowna 50°. Punkt C lezy na okregu. Kat wpisany BCA jest ostry.

Sytuacje przedstawia rysunek ponizej.

k 500 L
A

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Miara kata wpisanego BCA jest rowna

A. 100° B. 80° C. 50° D. 40°

Wymaganie ogolne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymaganie szczegotowe
VIII. Planimetria. Zdajgcy:
5) stosuje wiasnosci kgtdw wpisanych i Srodkowych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C
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Dany jest trojkat prostokgtny ABC o bokach |AC| =12, |BC| =5, |AB| = 13.
Dwusieczne katéw tego tréjkgta przecinajg sie w punkcie P (zobacz rysunek).

B

C 12

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.

Odlegtos¢ x punktu P od przeciwprostokatnej AB jest rowna

Al B. 2 C.% D. ==

Wymaganie ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.

1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢

matematycznych.

Wymaganie szczegbétowe
VIII. Planimetria. Zdajgcy:

10) wskazuje podstawowe punkty szczegdlne w tréjkacie: srodek okregu wpisanego

79

w trojkat, sSrodek okregu opisanego na tréjkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz

korzysta z ich wiasnosci.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B
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Dany jest trojkat ABC. Na boku AB tego trojkata wybrano punkt D, taki, ze |AD| = %IABI,

anaboku BC wybrano taki punkt E, ze |BE| = %|BC| (zobacz rysunek ponizej).

Pole trojkata ABC jest rowne 20. c

Oblicz pole tréjkata DBE.

Wymagania ogolne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych i teoretycznych.

Wymagania szczegoétowe
VII. Trygonometria. Zdajgcy:

3) stosuje [...] wzér na pole trojkgta P = % -a-b-siny.

VIII. Planimetria. Zdajacy:
8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow.
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Zasady oceniania
dla rozwigzania sposobem 1.
3 pkt — poprawna metoda obliczenia pola trojkgta DBE oraz podanie wyniku: Ppgg = 3.

2 pkt — wykazanie oraz zapisanie, ze Pose _ 3 oy Pass _ 1
Pape 4 Papc 5
1 pkt — wykazanie i zapisanie, ze stosunek pol trojkgtow DBE i ABE jest rbwny
stosunkowi dtugosci ich podstaw DB i AB: Posr _ 3
Pape 4
ALBO
— wykazanie i zapisanie, ze stosunek pol tréjkatow ABE i ABC jest rowny
stosunkowi dtugosci ich podstaw BE i BC: Paps = 1.
PABC 5

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania
dla rozwigzania sposobem 2.
3 pkt — poprawna metoda obliczenia pola trojkgta DBE oraz podanie wyniku: Ppgg = 3.

2 pkt — zapisanie zaleznosci % |AB| - |BC| - sin 8 = 20 oraz wzoru na pole trojkgta DBE:
1 /3 1 .
Poss =5 (314B1) - (51BCI) - sin .
1 pkt — zapisanie zaleznosci % |AB| - |BC| - sin 8 = 20

ALBO
— zastosowanie wzoru na pole tréjkata DBE z sinusem kata DBE oraz zapisanie /

zastosowanie zwigzkéw |DB| = % |AB| oraz |BE| = %|BC|.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania
dla rozwigzania sposobem 3.
3 pkt — poprawna metoda obliczenia pola trojkgta DBE oraz podanie wyniku: Ppgg = 3.
2 pkt — zapisanie zaleznosci % |AB| - h, = 20 oraz wzoru na pole trojkata:
N h
Pppe = % |AB| - hg (lub rbwnowaznego) oraz zapisanie zalezno$ci: h_E = %
c
wynikajgcej z podobienstwa trojkatow C;BC oraz E;BE.

1 pkt — zapisanie zaleznosci % |AB| - h, = 20 oraz wzoru na pole trojkata:

Pppr = % |AB| - hg (lub réwnowaznego)

ALBO

h
— zapisanie zaleznosci: h_E = % wynikajgcej z podobienstwa trojkatéw C;BC oraz
c

E.BE.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.
Skorzystamy ze zwigzkow:

|IDB| 3 |BE| 1
|AB| 4 |BC| 5
C
E
A D B

1. Zauwazmy, ze trojkaty ABE i DBE majg wspolny wierzchotek E, aich podstawy DB
i AB lezg na jednej prostej. Zatem oba trojkaty majg te samg wysoko$¢ opuszczong
z wierzchotka E. Stosunek pél tych tréjkgtow jest wiec rowny stosunkowi dtugosci ich
podstaw DB i AB.

PDBE_|DB|_§
Pspr  |AB| 4

2. Tréjkaty ABE i ABC majg wspolny wierzchotek A, aich podstawy BE i BC lezg na
jednej prostej. Zatem oba tréjkaty majg te samg wysoko$¢ opuszczong z wierzchotka A.
Stosunek pdl tych trojkgtow jest wiec rowny stosunkowi dtugosci ich podstaw BE i BC.

Puse  |BE| 1
Pasc  1BC| 5

3. Z punktow 1. i 2. otrzymujemy:

3 31
PDBE=ZPABE=Z'§'PABC=

B w
ul] =
N
=
I
w
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Sposob 2.

Oznaczmy |4DBE| = |4ABC| = f3.

=/

1. Zapiszemy wzor na pole tréjkgta ABC i wykorzystamy dane zadania:

1
PABC ZE |AB||BC|Slnﬁ
1
20=§-|AB|-|BC|-Sinﬁ

stad
|AB| - |BC| - sin B = 40

2. Zapiszemy wzér na pole trojkata DBE i wykorzystamy warunki zadania:

1
PpgE =§'|DB|'|BE|'Sinﬁ

p. =1 (3 |AB|) (1|BC|) i
DBE = 5\ 5 sin

3 .
PDBE—E‘ |AB|'|BC|‘Slnﬁ

3. Do otrzymanego wzoru na pole tréjkata DBE podstawimy wynik z punktu 1.:

3 3
P = .|ABI| - |BC| - si = — .40 =
DBE = 25 |AB| - |BC| - sin 8 40 0 3
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Sposob 3.
Wysokosci trojkatow ABC i DBE opuszczone — odpowiednio — z wierzchotkéw C i E

oznaczymy jako h;, hg.

C
hc
E
hely
A D C E, B

1. Zapiszemy wzor na pole tréjkgta ABC i wykorzystamy dane zadania:

1
Pypc :§'|AB|'hc
1
20=§'|AB|'hc

stad

2. Zapiszemy wzor na pole trojkata DBE i wykorzystamy warunek zadania:

1
PDBE:§‘|DB|‘hE

1 /3
PDBE=E'(Z‘|AB|)'hE
3
8

Pppe = '|AB|'hE

3. Trojkaty C;BC oraz E,BE sa podobne (na podstawie cechy: kat — kat — kat), zatem:

|EE,| _|BE| oy he 1
icc,l —1Bc]  °° he 5

4. Do otrzymanego wzoru na pole trojkgta DBE (punkt 2.) podstawimy wynik z punktu 3.
i wynik z punktu 1.:

P _3 |AB| - h _3 |AB| c_3 |AB| - h _3 40 = 3
DBE — g E—g 5 40 €740 -
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Na podstawie twierdzenia Pitagorasa mozna udowodni¢ bardziej ogéing wiasnosc niz ta,
o ktérej méwi samo to twierdzenie.

Rozwazmy trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku A. Niech kazdy
z bokéw tego trojkgta: CA, AB, BC bedzie podstawg trojkgtow podobnych, odpowiednio:
CAW,, ABW,, BCWjs. Tréjkaty te majg odpowiadajgce sobie katy o rownych miarach,
odpowiednio przy wierzchotkach: W;, W,, Ws.

Ws

W,

Pola trojkatow: CAW,, ABW,, BCW; oznaczymy odpowiednio jako P, P,, Ps.

Udowodnij, ze
P3 = P1 + PZ
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Wymagania ogoélne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.
2. Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz analogii, formutowanie wnioskéw na
ich podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach

nietypowych.

Wymagania szczego6towe

VIII. Planimetria. Zdajgcy:
9) wykorzystuje zaleznosci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur podobnych;
11) przeprowadza dowody geometryczne.

Zasady oceniania
3 pkt — poprawne przeprowadzenie petnego dowodu rownania P; = P; + P,.
2 pkt — zapisanie sumy pol trojkatéw CAW;, ABW, wyrazonej poprzez wysokos¢ jednego

2
znich,np.: P+ P, = % ~hy - |CA| + % “hy - % oraz zapisanie twierdzenia
Pitagorasa dla tréjkata ABC: |CA|?> + |AB|? = |BC|?

ALBO
— zapisanie zaleznosci miedzy polami figur ptaskich a dtugo$ciami odcinkéw trojkata:

2 2
L (@) , B = (@) oraz zapisanie sumy pal figur ptaskich wyrazonej za

Py ICA| Py |cA|
2
pomocg dtugosci bokdw tréjkata i jednego z pdl, np.: P, + P, = P; + % - P, oraz
zapisanie twierdzenia Pitagorasa dla tréjkagta ABC: |CA|?> + |AB|? = |BC|?,
ALBO
|BC|?

— poprawne wyprowadzenie i zapisanie wyrazenia postaci: P, + P, = P; - TR

1 pkt — zapisanie wzoréw na pola trojkgtow oraz wyrazenie wysokosci dwoch trojkatéw (na
mocy ich podobienstwa) poprzez wysoko$¢ trzeciego z nich, np.:

1, 1, a2 o, 1, B2
Pl _2 hl ICAL PZ —2 hl lcAl ) P3 _2 1 lcA|
ALBO

— zapisanie zaleznosci miedzy polami figur ptaskich a dtugo$ciami odcinkéw tréjkata, np.:

P, _ (lABl)2 Py (lBC|)2
P, \lcal) ' P, \Jcal/

ALBO
— zapisanie sumy pal figur ptaskich wyrazonej za pomocg dtugosci bokow trojkata oraz
2
jednego z pol, np.: P, + P, = P; + % P

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.

1. Wysokosci trzech trojkgtow: CAW,, ABW.,, BCW,, opuszczone z wierzchotkéw W,
W,, W3 oznaczymy odpowiednio jako: hq, h,, h;.
Zapiszemy wzory na pola powierzchni tych tréjkgtow:

1 1 1
P1=E'h1'|CA| P2=§-h2-|AB| P3=E'h3'|BC|

2. Zapiszemy zwigzki wynikajgce z podobienstwa trojkatow:

ACAW, ~ AABW t h, _ 4Bl i hy = hy - 125
1 2 zaem h1_|CA| ) wigc 2 — 1 ICAI

h; |BC]| . _ |BC|

ACAW{ ~ ABCW5, zatem n ~jca ee hs = hy ICA|

3. Ponownie zapiszemy wzory na pola tréjkatéw, wykorzystujgc powyzsze zaleznosci:

1 1 |AB|? 1 |BC|?
P1=E'h1'|CA| P2=§‘h1'

|CA| 372 N cal

4. Obliczymy sume P; + P;.

Potby =t qcaston AEE L (1ca 1AED
e 2 1 Jcal 2 |CA|
by p 1 N |CA|? + |AB|?

5. Wykorzystamy twierdzenie Pitagorasa dla trojkgta ABC:

Poniewaz
|CA|? + |AB|? = |BC|?
to
P, + P, =1~h1~%
2 |CA|

6. Prawa strona powyzszego réwnania, na mocy pkt 3., jest réwna Ps:

P1+P2:P3

To kohczy dowdd.
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Sposob 2.
Obwody tréjkgtow: CAW,;, ABW,, BCW5; oznaczymy odpowiednio jako 04, O,, O5.

1. Wykorzystamy zaleznosci miedzy obwodami a polami figur ptaskich podobnych:

P, _ (02>2 P _ (03>2
P, \0; P, \0;

2. Wykorzystamy fakt, ze stosunki obwodow trojkgtéw podobnych sg rowne stosunkom
dtugosci podstaw tych trojkgtow:

0, |AB] 0; _|BC|
0, |CA| 0, |CA|

3. Z zaleznosci 1. i 2. wynika:

P, _(14B|\’ P, (1BC|\*
P, \ICA| P, \|CA|

b |AB|? p p _|BC|? p
27 1cAr T 74t

4. Obliczymy sume P; + Py:

P+P—P-i-|AB|2 P, =P 1+|AB|2
1 2— 11 |CA|2 1= 11 |CA|2
|CA|* + |AB|?

P1+P2:P1‘ ICAIZ

5. Skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojkgta ABC:

|CA|?> + |AB|? = |BC|?

Zatem réwnanie w drugim wierszu pkt 4. mozna zapisa¢ w postaci:

|BC|?

P1+P2=P1'W

Prawa strona powyzszego réwnania, na mocy pkt 3., jest réwna Pj:

P1+P2:P3

To kohczy dowdd.
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Dany jest prostokat ABCD, w ktérym |AD| = 2. Kgt BDA ma miare «, taka, ze tga = 2.
Przekatna BD i prosta przechodzgca przez wierzchotek C prostopadta do BD przecinajg
sie w punkcie E (zobacz rysunek).

D C

A B

Oblicz dtugos$¢ odcinka CE.

Wymaganie ogolne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Wymagania szczegbétowe
VIII. Planimetria. Zdajacy:
8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;
12) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pdl figur.
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Zasady oceniania

3 pkt — poprawna metoda i obliczenie dlugosci odcinka CE: |CE| = g
2 pkt — obliczenie dtugosci odcinka BD: |BD| = 2v/5
ALBO

— zapisanie rownania z jedng niewiadomg, wyrazajgcg dtugos¢ odcinka CE,
wynikajgcego z twierdzenia Pitagorasa dla trjkata DEC lub BCE,

ALBO
— obliczenie sinusa kgta CBD: sin|4CBD| = \/% oraz zapisanie, ze
. CE
sin|A£CBD| = %
1 pkt — obliczenie dtugosci boku AB: |AB| =4
ALBO

— stwierdzenie, ze |4ACBD| = a oraz zapisanie, ze % = 2,
ALBO

— obliczenie sinusa kata CBD: sin|4CBD| = 2

\/—g.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob 1.

Poniewaz tga = 2, to |AB| = 4. Zatem |DC| = 4.

Trojkgt BCD jest prostokatny. Odcinek CE jest wysokoscig trojkagta BCD poprowadzong
na przeciwprostokatng BD.

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy dtugos¢ odcinka BD

|BD|? = 22 + 42
|BD|? = 20
|BD| = V20 = 2V/5

Pole trojkata BCD jest rowne

1
PBCD=E'2\/§'|CE|

Ponadto pole tréjkata BCD mozna obliczy¢ jako potowe iloczynu diugosci
przyprostokatnych

1
P ==-2:-4=4
BCD 2
Zatem

1
5-2\/§-|CE|=4
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4 45
ICE| = == —

45

Diugosc¢ odcinka CE jest rowna < -

Sposbb 2.

Wprowadzmy oznaczenie: |£ABD| = [.
Wyodrebnimy trojkaty prostokatne: ABD, EDC. W tych tréjkgtach wyznaczymy katy ostre.
Skorzystamy z zaleznos$ci, ze a + f§ = 90° oraz z wtasnosci kagtow naprzemianlegtych.

D C

E
A B B

Na podstawie cechy kat — kgt — kat, stwierdzamy, ze tréjkaty ABD i EDC sa podobne
(zobacz rysunek).

Poniewaz tga = 2, to |AB| = 4. Zatem |DC| = 4.

Obliczymy |BD| z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ABD:

|BD|?> = |DA|? + |AB|? = 22 + 42 = 20

|IBD| = V20 = 2V/5
D 4 C
a B v
24/5
2
<
A B B
4

Z podobienstwa trojkatow ABD i EDC obliczymy diugos¢ odcinka CE.

IDA| _|CE|
|BD|  |DC]
2 |CE|

w5 4
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4 45

CE| =
ICEl = ==~

Dlugosé¢ odcinka CE jest réwna g

Sposob 3.
Poniewaz |4BDA| = a, wiec |3£ABD| = 90° — a.
Zatem |4CBD| = 90° — |4ABD| = 90° — (90° — @) = a.

D C
a
U
90° — &
A B
Oznaczmy: |CE| = x.
Poniewaz tga = 2, wiec % = % = 2.
smd|BE|=§.
D C
X
2
X
E 2
A B

Zastosujemy twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata BEC:

(D) =22
X

2
+ =4
Ty
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Dlugosé¢ odcinka CE jest réwna g

Sposob 4.
Poniewaz |4BDA| = a, wiec |£ABD| = 90° — a.
Zatem |£CBD| = 90° — |4ABD| = 90° — (90° — a) = a.

D C

90° — & &

sina

1 .
m—Z.Stqd cosa =5 -sina.

Poniewaz tga = 2, zatem

Wykorzystujgc te zalezno$é¢ oraz tozsamo$é sin? a + cos? @ = 1 otrzymujemy

1 2
sin2a+<—-sina) =1

2
—.sinfa=1
2 sin“ a
4
2 _
sin“ a z
. 2 . . , s |CE|
Stad sina =\/—§, poniewaz a jest katem ostrym. Jednoczesnie sin a =m.
Zatem
|CE| 2
|BC| /5
|CE|] 2
2 V5
4 45
|CE| = —==—
\5 5

Ditugosc¢ odcinka CE jest rowna g
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Trzy rozne punkty A, B i D leza na okregu o srodku w punkcie S. Odcinek BD jest
$rednicg tego okregu. Styczne k i | do tego okregu, odpowiednio w punktach A i B,
przecinajg sie w punkcie C (zobacz rysunek ponizej).

A C

Wykaz, ze tréjkaty ACB i ASD sa podobne.

Wymagania ogélne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentéow
uzasadniajgcych poprawnos$¢ rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.
2. Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz analogii, formutowanie wnioskéw na
ich podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

Wymagania szczegbétowe
VIII. Planimetria. Zdajacy:
1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cieciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa,
5) stosuje wtasnosci katow wpisanych i srodkowych;
8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;
11) przeprowadza dowody geometryczne.
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Zasady oceniania

2 pkt — poprawne przeprowadzenie petnego dowodu podobienstwa trojkgtow ACB i ASD.

1 pkt — zapisanie, ze tréjkaty ACB i ASD sgréwnoramienne oraz wskazanie / zapisanie
réwnosci odpowiednich ramion.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.
Zauwazmy, ze:
e trojkat ACB jest rownoramienny, gdzie: |AC| = |CB| (na mocy twierdzenia
0 odcinkach stycznych).

e tréjkat ASD jest rbwnoramienny, gdzie: |SD| = |SA| (odcinki SD i SA sg
promieniami okregu).

e |4SAC| = 90° (promien poprowadzony do punktu stycznosci jest prostopadty do
stycznej)

e |4BAD| =90° (kgt BAD jest kgtem wpisanym w okrgg, opartym na $rednicy BD).
Oznaczmy: |4BAC| = B.
Wtedy |4SAB| = |4SAC| — |4BAC| = 90° — B.
Stad [4SAD| = |4BAD| — |4SAB| = 90° — (90° — ) = f3.

Poniewaz trojkaty ACB oraz ASD sg réwnoramienne, stad wynika, ze:
|ACBA| = |4BAC| = oraz |4ACB|=180°—2f )
|A#SDA| = |ADAS| =B oraz |4ASD| = 180°—2p

Tréjkaty ACB i ASD sg podobne na
podstawie cechy kat — kat — kat
podobienstwa tréjkatow.

180° — 28
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Sposob 2.
Zauwazmy, ze:
e trojkat ACB jest rownoramienny, gdzie: |AC| = |CB| (na mocy twierdzenia
o odcinkach stycznych).

e tréjkat ASD jest rbwnoramienny, gdzie: |SD| = |SA| (odcinki SD i SA sg
promieniami okregu).

e trojkat ASB jest rownoramienny, gdzie: |SA| = |SB| (odcinki SA i SB sag
promieniami okregu).

e |4SAC| = 90° (promien poprowadzony do punktu stycznosci jest prostopadty do
stycznej)
Oznaczmy: |4BAC| = B.
Poniewaz trojkgt ACB jest rownoramienny, wiec
|ACBA| = |4BAC| = oraz |4ACB|=180°—2f
Wtedy |4SAB| = |4SAC| — |4BAC| = 90° — .

Poniewaz trojkgt ASB jest rownoramienny, wiec |ASBA| = 90° — S3.

Kat DSA jest katem srodkowym opartym na tym samym tuku co kat wpisany SBA, zatem:
|ADSA| = 2 - |4SBA| =2 -(90° — ) = 180° — 28.

l

180° — 28

180° — 28

Dtugosci dwéch bokow tréjkgta ACB sg proporcjonalne do odpowiednich dtugosci dwéch
bokéw trojkata ASD i katy miedzy tymi parami bokdw sg przystajace:

lAC| _ |BC|

—_— = ACB| = [4DSA| = 180° — 2
As] = Tps] | 14ACBI = |4Dsal B

Trojkaty ACB i ASD sg podobne na podstawie cechy bok — kat — bok podobiehstwa
trojkgtow.
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Sposob 3.
Zauwazmy, ze:

e trojkat ACB jest rownoramienny, gdzie: |AC| = |CB| (na mocy twierdzenia
o odcinkach stycznych).

e tréjkat ASD jest rbwnoramienny, gdzie: |SD| = |SA| (odcinki SD i SA sg
promieniami okregu).

e |4SAC| = |4SBC| = 90° (promien poprowadzony do punktu stycznosci jest
prostopadty do stycznej)

Oznaczmy |3ACB| = a.

Rozwazmy czworokat ACBS. Poniewaz suma miar kgtow w czworokgcie jest réwna 360°,
akaty SAC oraz SBC sa proste, to:

|4ASB| = 360° — |4SAC| — |4SBC| — |4ACB|

Zatem:
|#ASB| = 360°—90° —90° — a = 180° — «a

Kat DSA jest przylegty do kata ASB, zatem:
|ADSA| = 180° — |4ASB| = 180° — (180° — a) = «a.

Dtugosci dwéch bokow tréjkgta ACB sg proporcjonalne do odpowiednich dtugosci dwéch
bokéw tréjkata ASD i katy miedzy tymi parami bokdw sg przystajace:
IAC] = IBC] |AACB| = |4DSA| =
1AS] ~ |DS| - -

Trojkaty ACB i ASD sg podobne na podstawie cechy bok — kat — bok podobiehstwa
trojkgtow.
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Dany jest trojkat ABC o bokach dtugosci: |AB| = 4, |BC| =5, |AC| = 6.

Oblicz sinus najmniejszego kata wewnetrznego tréjkata ABC.

Wymaganie ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymagania szczego6towe
VII. Trygonometria. Zdajgcy:

sina

2) korzystazwzoréw sin’a +cos’a =1, tga =—;

3) stosuje twierdzenie cosinuséw oraz wzor na pole trojkata P = % -a-b-siny.

VIII. Planimetria. Zdajacy:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokgtne przy danych
dtugosciach bokéw (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i
twierdzenie cosinuséw); stosuje twierdzenie: w tréjkacie naprzeciw wiekszego kata
wewnetrznego lezy dtuzszy bok.

Zasady oceniania

3 pkt — obliczenie sinusa kata ACB: sin|4ACB| =

2 pkt — obliczenie cosinusa kata ACB: cos|4ACB| :%.

*3

1 pkt — zapisanie, ze najmniejszym katem tréjkata jest kat ACB.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie
W tréjkacie naprzeciw najmniejszego kata wewnetrznego lezy najkrotszy bok, wiec musimy
obliczy¢ sinus kata ACB.

Oznaczmy: |4ACB| = a.

A 4 B

Z twierdzenia cosinusow obliczymy cos a:

|AB|? = |AC|?> + |BC|*> — 2 - |AC| - |BC| - cos a
42 =62 +52—-2-6-5-cosa
16 =36+ 25—-60-cosa
60-cosa =61—16

45 3
cosa = 50— 2
Z .jedynki trygonometrycznej” obliczymy sin a:
24 (3)2 7
sin“a = 1) 16
Poniewaz a jest katem ostrym, wiec
|7 N7
sina = 6= 4
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Proste k i | przecinajg sie w punkcie A. Proste m, n i s sg wzajemnie rownolegte
i przecinajg obie proste k i | wpunktach B, C, D, E, F, G (zobacz rysunek ponizej),
w taki sposob, ze: |BC| = 30, |CD| =20, |GF| = 21.

Oblicz dtugosé odcinka FE.

Wymaganie ogélne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
2) Dostrzeganie regularnos$ci, podobienstw oraz analogii, formutowanie wnioskéw na ich
podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

Wymaganie szczegbétowe
VIII. Planimetria. Zdajacy:
7) stosuje twierdzenie Talesa.

Zasady oceniania

1 pkt — poprawna metoda rozwigzania oraz zapisanie wyniku |FE| = 14.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykiadowe pelne rozwigzanie

Zastosujemy twierdzenie Talesa:

|GF| |FE| 21 |FE]

el _IZEl tad e ¢ FE| = 14
|BC| ~ 1CD sta 30 20 zatem  |FE]
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Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (x,y), dany jest okrag O
okreslony rownaniem:

(x—2)2+(y+3)?=16

Dokoncz zdania. Zaznacz odpowiedz sposréd A-D oraz odpowiedz sposréd E-G.

1. Srodek S okregu O ma wspétrzedne

A §5=(2,-3)
B. S=(-2,-3)
C. S=(-2,3)
D. S =(-2,3)

2. Promien r okregu O jest rowny

E. r=16
F.r=4
G.r=5

Wymaganie ogolne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Wymaganie szczegétowe
IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajgcy:
4) postuguje sie réwnaniem okregu (x — a)? + (y — b)? = r2.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
AF
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Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (x,y), dane sa punkty
A=(1,2) oraz B = (3,7).

Punkty A, oraz B, sg odpowiednio obrazami punktéw A i B w symetrii Srodkowej
o srodku w punkcie 0 = (0,0).

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.

Wspétczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty Ao i B, jest rowny

o (-) el o ()

Wymaganie ogodlne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Wymagania szczegbétowe
IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy:
2) postuguje sie réwnaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkowej i ogoélnej,
w tym wyznacza réwnanie prostej o zadanych wtasnos$ciach (takich, jak np.
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy,
réwnolegtos¢ do innej prostej);
5) wyznacza obrazy okregdéw i wielokgtéw w symetriach osiowych wzgledem osi
uktadu wspotrzednych, symetrii Srodkowej (o srodku w poczgtku uktadu
wspotrzednych).

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
A



Przyktadowe zadania z rozwigzaniami 103

Na ptaszczyznie, w kartezjanskim ukfadzie wspotrzednych (x,y), dany jest trapez ABCD,
w ktorym boki AB i CD saréwnolegte oraz C = (3,15). Wierzchotki A i B tego trapezu
lezg na prostej o réownaniu 3x —y + 10 = 0.

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Bok CD tego trapezu zawiera sie w prostej o rownaniu

A.y=3x+15

B. y=3x+6

C. y=%x+10
1

D. y=—§x+16

Wymaganie ogodlne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Wymaganie szczegbétowe
IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy:
2) postuguje sie rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkowej i ogélnej,
w tym wyznacza réwnanie prostej o zadanych wiasnosciach (takich, jak np.
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy,
réwnolegto$¢ do innej prostej).

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B
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Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (x,y), punkty A = (—1,—5),
B=(2,-7), C=(6,9) i D=(—2,9) s wierzchotkami czworokgta ABCD.

Oblicz wspotrzedne punktu przeciecia przekatnych czworokata ABCD.

Wymaganie ogodlne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach
nietypowych.

Wymagania szczegbétowe
IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy:
1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rownan,
w tym znajduje wspdlny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje;
2) postuguje sie réwnaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkowej i ogdlne;j,
w tym wyznacza rodwnanie prostej o zadanych wtasnos$ciach (takich, jak np.
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy,
réwnolegto$¢ do innej prostej).

Zasady oceniania

3 pkt — poprawna metoda obliczenia wspdirzednych punktu P oraz podanie poprawnego
wyniku: P = (%,—%)

2 pkt — wyznaczenie rownania prostej AC: y = 2x — 3 oraz wyznaczenie réwnania
prostej BD: y = —4x + 1.

1 pkt — wyznaczenie réwnania prostej AC: y = 2x — 3
ALBO

— wyznaczenie réwnania prostej BD: y = —4x + 1.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przykladowe petne rozwigzanie

Niech P oznacza punkt przeciecia przekgtnych czworokgta ABCD.
Punkt P jest punktem przeciecia prostych AC i BD.

Skorzystamy ze wzoru na réwnanie ogoélne prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty
(zobacz w Wybranych wzorach matematycznych).

Wyznaczamy réwnanie prostej AC:

+56+1)-0O+5kx+1)=0
7y +35—14x —14 =0
7y = 14x — 21
y=2x—3

Wyznaczamy réwnanie prostej BD:

+7ND(=2-2)—-09+7(x—-2)=0
—4y —28—-16x+32=0
—4y = 16x — 4
y=—-4x+1

Punkt P jest punktem przeciecia prostych AC i BD, wiec jego wspéirzedne obliczymy,
rozwigzujgc uktad réwnan

{y=2x—3
y=—4x+1

Stad
2x—3=—-4x+1

6x =4

Zatem punkt przeciecia przekgtnych czworokgta ABCD ma wspotrzedne (% - %)
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W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (x,y) przekatne rownolegtoboku ABCD

przecinajg sie w punkcie S = (%, %) Bok AB tego réwnolegtoboku zawiera sie w proste;

oréwnaniu y = x — 2, abok AD zawiera sie w prostej o réwnaniu y = 3x — 6.

Oblicz wspétrzedne wierzchotka B.

Wymaganie ogodlne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach
nietypowych.

Wymagania szczegbétowe
IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy:
1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rownan,
w tym znajduje wspaolny punkt dwdch prostych, jesli taki istnieje;
2) postuguje sie réwnaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkowej i ogdlne;j,
w tym wyznacza réwnanie prostej o zadanych wtasnos$ciach (takich, jak np.
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy,
réwnolegtos¢ do innej prostej).

Zasady oceniania
4 pkt — poprawna metoda obliczenia wspotrzednych punktu B oraz podanie poprawnego
wyniku: B = (4,2).
3 pkt — wyznaczenie rownania prostej BC: y = 3x — 10
ALBO
— obliczenie wspoirzednych punktu A: A = (2,0) oraz obliczenie wspotrzednych
srodka My boku AB: Myg = (3,1).
2 pkt — obliczenie wspétrzednych punktu C: C = (9,17)
ALBO
— obliczenie wspotrzednych srodka M,y boku AB: Mup = (3, 1),
ALBO
— obliczenie wspotrzednych punktu A: A = (2,0) oraz wyznaczenie réwnania prostej
SM,p (gdzie M,y jest sSrodkiem boku AB): y = 3x — 8.
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1 pkt — obliczenie wspotrzednych punktu A: A = (2,0)

ALBO
— wyznaczenie rownania prostej SM,p (gdzie Mg jest srodkiem odcinka AB):
y =3x —8.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzania
Sposob 1.

Punkt A jest punktem wspolnym prostych AB i AD, zatem wspotrzedne tego punktu sg
rozwigzaniem uktadu réwnan

{yzx—Z
y=3x—-6

Stad
x—2=3x—6

—2x =—4
x=2
y=0

Zatem A = (2,0).
Punkt S jest srodkiem odcinka AC, wiec

2+x. 11 0+y. 17
> = oraz > =3

X =9 oraz y, =17

Zatem C = (9,17).

Prosta BC jest réwnolegta do prostej AD, zatem wspodtczynnik kierunkowy prostej BC jest
réwny 3.
Wyznaczamy rownanie prostej BC. Skorzystamy ze wzoru na réwnanie kierunkowe prostej

o danym wspétczynniku kierunkowym, ktéra przechodzi przez dany punkt (zobacz
w Wybranych wzorach matematycznych).

y=3(x—-9)+17
y=3x—10

Punkt B jest punktem wspdlnym prostych AB i BC, zatem wspoirzedne tego punktu sg
rozwigzaniem uktadu réwnan

{y=x—2
y =3x—10

Stad
x—2=3x—10

—2x = -8
x=4
y=2

Zatem B = (4,2).
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Sposob 2.

Punkt A jest punktem wspélnym prostych AB i AD, zatem wspotrzedne tego punktu sg
rozwigzaniem uktadu rownan

{y=x—2
y=3x—6

Stad
x—2=3x—6

—2x = —4
X =
y =
Zatem A = (2,0).

Oznaczmy przez My $rodek odcinka AB. Prosta SMyg jest rownolegta do prostej AD,
zatem wspotczynnik kierunkowy prostej SMyp jest rowny 3.

Wyznaczamy réwnanie prostej SMyg. Skorzystamy ze wzoru na réwnanie kierunkowe
prostej o danym wspodtczynniku kierunkowym, ktéra przechodzi przez dany punkt (zobacz
w Wybranych wzorach matematycznych).

_3( 11)+17
Y=95\*77)"3

y=3x—8

Punkt M,p jest punktem wspodlnym prostych AB i SM,p, zatem wspotrzedne tego punktu
sg rozwigzaniem ukfadu réwnan

{y=x—2
y=3x-—8

Stad
x—2=3x—-8

—2x =—6
X =
y =
Zatem Myp = (3,1).

Punkt M,p jest srodkiem odcinka AB, wiec
2+ Xp — 3 0+ Vb _
> = oraz > =

Xp =4 oraz y, =2

1

Zatem B = (4,2).
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W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (x,y) punkty A = (2,8) oraz B = (10,2) sg
wierzchotkami tréjkgta rownoramiennego ABP, w ktorym |AP| = |BP|.
Wierzchotek P lezy na osi Ox uktadu wspotrzednych.

Oblicz wspoétrzedne punktu P oraz ditugosé odcinka AP.

Wymaganie ogélne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia poprawnosci rozwigzywania problemaéw,
tworzenie ciggu argumentow gwarantujgcych poprawnos¢ rozwigzania
i skutecznos¢ w poszukiwaniu rozwigzan zagadnienia.

Wymagania szczegbétowe
IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy:
3) oblicza odlegtos¢ dwoch punktdéw w uktadzie wspodtrzednych.
I. Liczby rzeczywiste. Zdajgcy:
3) stosuje wtasnosci pierwiastkow dowolnego stopnia, w tym pierwiastkow stopnia
nieparzystego z liczb ujemnych.
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Zasady oceniania
4 pkt — poprawna metoda obliczenia wspotrzednych punktu P oraz dtugosci odcinka AP

oraz poprawne wyniki: P = (%,O), |AP| = Sf\/f_l

3 pkt — obliczenie wspétrzednych punktu P: P = (%, 0).
2 pkt — zapisanie uktadu réwnan z dwiema niewiadomymi, np.

(G =2+ 0y =8 = [ =10 + (- 2)° 1 3, =0,
1 pkt — zapisanie drugiej wspotrzednej punktu P np.: y, =0, P = (xp, 0)

ALBO
— zapisanie rownosci |AP| = |BP| w zaleznosci od wspdtrzednych punktu

P = (x,,¥,), np.

(G =20+ (0= 8)" = [(xp — 10)° + (3~ 2)°

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Poniewaz punkt P lezy na osi Ox, wiec jego wspotrzedne sg réwne P = (xp, 0).

Stad, ze |AP| = |BP| ize wzoru na odlegto$¢ miedzy dwoma punktami otrzymujemy
réwnanie

J(xp —2)"+(0-8)2= \/(xP —10)” + (0 — 2)2

(x, —2)" + (0 —8)2 = (x, — 10)" + (0 — 2)?

x§—4xp+4+64=x12,—20xp+100+4

Zatem P = (%0)

Obliczamy dtugos¢ odcinka AP:

e [ comore [ o [ [ 50T




Dany jest prostopadtoscian ABCDEFGH, w ktérym prostokaty ABCD
i EFGH sajego podstawami. Odcinek BH jest przekgtng tego
prostopadtoscianu.

Na ktérym rysunku prawidtowo oznaczono i podpisano kat «
pomiedzy przekathng BH prostopadioscianu a jego sciang bocznag

ADHE? Zaznacz wlasciwa odpowiedz sposréd podanych.
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Wymaganie ogoélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymagania szczego6towe
X. Stereometria. Zdajgcy:
2) postuguije sie pojeciem kata miedzy prostg a ptaszczyzng oraz pojeciem kata
dwusciennego miedzy potptaszczyznami;
3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekgtnymi) oraz katy miedzy scianami, oblicza miary
tych katow.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiagzanie
C

W prostopadtoscianie ABCDEFGH dane sa:
9
tgf = = |BG| = 2v130 |BH| = 2v194

gdzie odcinek BH jest przekatng prostopadtoscianu, odcinek BG jest przekatng sciany
bocznej BCGF, [ jest miarg kata GBC. Sytuacje ilustruje rysunek ponizej.

H G
|
|
|

E ; F

|
|
|
|
|
|

Dy - = JC

B
A B

Oblicz pole powierzchni catkowitej prostopadioscianu ABCDEFGH.
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Wymagania ogolne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
3. Tworzenie pomocniczych obiektow matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania problemu.
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach
nietypowych.

Wymagania szczegotowe
X. Stereometria. Zdajacy:
3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekgtnymi) [...];
5) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow [...] rowniez z wykorzystaniem
trygonometrii.

Zasady oceniania

4 pkt — poprawna metoda obliczenia pola powierzchni catkowitej graniastostupa oraz
podanie poprawnego wyniku: P, = 1528.

3 pkt — poprawne obliczenie dtugosci wszystkich krawedzi prostopadto$cianu:
|BC| = 14, |CG| =18, |GH| = 16.

2 pkt — obliczenie dtugosci dwoch krawedzi BC oraz CG: |BC| = 14 oraz |CG| = 18

ALBO
— obliczenie dlugosci krawedzi GH: |GH| = 16 oraz zapisanie uktadu réwnan
2
z niewiadomymi |BC| oraz |CG| np.: |BC|? +|CG|* = (2V130)" oraz % = %
1 pkt — zapisanie uktadu réwnan z niewiadomymi |BC| oraz |CG| np.:

2 2 2 16l _ 9
|BC|? + |CG|? = (2v130)" oraz BT~ 7
ALBO

— obliczenie dtugosci krawedzi GH: |GH| = 16.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie

Wprowadzmy oznaczenia dla odcinkow (jak na rysunku obok) —
dtugosci krawedzi prostopadtoscianu oznaczmy przez a, b, c,

a przekatng prostopadtoscianu i przekatng sciany BCGF oznaczmy

przez d oraz e. Warunki zadania zapiszmy jako:

9
tg,8=7 e =2v130 d = 2V194

1. Wyznaczymy zalezno$¢ miedzy b oraz c¢ w trojkacie BCG:

wp=C=? tod  c=_b
gh=y=7, sad c=7

2. Zastosujemy twierdzenie Pitagorasa dla trojkata prostokgtnego
BCG, w celu obliczenia b i c:

b? + ¢% = e?

Wykorzystamy zwigzek z pkt. 1:

b? + (g b)z = (2V130)

130 b% = 520
49 ©
b% =196

zatem

b=14 oraz C=;'14=18

3. Zauwazmy, ze trojkat BGH jest prostokatny (kat prosty jest przy wierzchotku G).
Zastosujemy twierdzenie Pitagorasa dla trojkata prostokgtnego BGH, w celu obliczenia a.

e?+a®=d?

(2v130)” + a? = (2V194)"
a’ = 256

a=16

4. Obliczymy pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu:

P. = 2ab + 2bc + 2ac
P.=2-16-144+2-14-18+2-16-18
P. = 1528
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Dane sg dwa prostopadto$ciany podobne: B, oraz B,. Objeto$¢ prostopadtoscianu B,
jestrowna V, a objeto$¢ prostopadtoscianu B, jestrowna 27V. Pole powierzchni
catkowitej prostopadtoscianu B; jest réwne P.

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu B, jest rowne

A. |27P, 1. | stosunkowi objetoéci tych prostopadtoscianow.
poniewaz stosunek pél
powierzchni catkowitych pierwiastkowi kwadratowemu ze stosunku
prostopadfoscianéw objetosci tych prostopadtoscianow.

podobnych jest rowny

C. |3V3P, 3.

B. |9P,

kwadratowi stosunku dtugosci odcinkéw
odpowiadajgcych w obu prostopadtoscianach.

Wymagania ogolne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.
IV. Rozumowanie i argumentacja.
2. Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz analogii, formutowanie wnioskéw na
ich podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

Wymaganie szczegoétowe
X. Stereometria. Zdajgcy:
6) wykorzystuje zaleznos¢ miedzy objetosciami bryt podobnych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B3
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Hania zaprojektowata i wykonata czapeczke na bal urodzinowy
miodszego brata. Czapeczka miata ksztalt powierzchni bocznej stozka
o $rednicy podstawy d = 20 cm, wysokosci H = 25 cm i tworzgcej .

Zeby wykona¢ czapeczke, Hania najpierw narysowata na kartonie figure
ptaskg ABS o ksztaicie wycinka kota o promieniu [ i$rodku S (zobacz
rysunek 1.). Nastepnie wycieta te figure z kartonu, odpowiednio jg
wymodelowatla i skleita odcinek SB z odcinkiem SA (zobacz rysunek 2.).

Do obliczen przyjmij, ze rzeczywiste figury sg idealne.

Rysunek 1. Rysunek 2.
S

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.

Kat rozwarcia stozka, ktérego powierzchnig boczng jest czapeczka, ma miare (w zaokragleniu
do 1°)

A. 44° B. 136° C. 134° D. 68°

Wskazowka: skorzystaj z tablic wartoSci funkcji trygonometrycznych.
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Wymagania ogoélne
Il.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.

1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tek$cie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykreséw, diagramow,
tabel.

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw

praktycznych i teoretycznych.

Wymagania szczegétowe
X. Stereometria. Zdajgcy:
4) rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy odcinkami oraz kat miedzy
odcinkami i ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kgt miedzy tworzaca
a podstawg), oblicza miary tych kgtow.
VIl. Trygonometria. Zdajacy:
4) oblicza katy trojkata prostokgtnego i dtugosci jego bokdéw przy odpowiednich danych
(rozwigzuje trojkaty prostokatne, w tym z wykorzystaniem funkcji
trygonometrycznych).

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
A

Oblicz miare kata BSA wycinka kota, z ktérego powstata powierzchnia boczna stozka
opisanego we wstepie do zadania. Miare kata BSA podaj w zaokragleniu do jednego
stopnia.
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Wymagania ogoélne
Il.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.

1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zarowno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow, diagramow,
tabel.

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemow

praktycznych i teoretycznych.

Wymagania szczegétowe
VIII. Planimetria. Zdajacy:
6) stosuje wzory na pole wycinka kota i dlugos¢ tuku okregu.
X. Stereometria. Zdajgcy:
5) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupéw, walca, stozka
i kuli, rowniez z wykorzystaniem trygonometrii.

Zasady oceniania

3 pkt — poprawna metoda obliczenia miary kgta BSA oraz podanie poprawnego wyniku
|ABSA| = 134°.

2 pkt — poprawne wyprowadzenie i zapisanie zwigzku a = % - 360° oraz zapisanie
réwnania wynikajgcego z twierdzenia Pitagorasa: 1> = r% + H?.

- 2wl = 27tr

o .
1 pkt — zapisanie rownania =55

ALBO

o . o 2
— zapisanie réwnania s-mwle =mrl.

360
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Wprowadzimy oznaczenia:

r= %— promien okregu w podstawie stozka

a = |4BSA| — miara kata BSA wycinka kota
[ — potowa miary kata rozwarcia stozka
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Wyprowadzimy wzér konicowy na symbolach danych (pominiemy obliczenia posrednie).

1. Zauwazmy, ze pole ABS wycinka kofa jest rowne polu powierzchni bocznej stozka (polu
powierzchni czapeczki). Zastosujemy wzor na pole ABS wycinka kota oraz wzoér na pole
powierzchni bocznej stozka:

-l? = nrl

360°

r
@ =7-360°

Uwaga
Zauwazmy, ze otrzymany wzér zadaje nadzwyczaj prostg relacje miedzy katem wycinka kota
i kgtem rozwarcia stozka:

a =sinf - 360°

2. Skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa i wyrazimy [ poprzez H i d:

12 =H? +r?
dz
2 2 _
2= H +(2)
dZ
- gz 4+ (&
l H+(2>

o
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Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny. Sciana boczna tego ostrostupa jest nachylona
do ptaszczyzny podstawy pod katem 30°, a krawedz podstawy ma dtugosc¢ réwng 6v/3.

Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

Wymaganie ogolne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
3. Tworzenie pomocniczych obiektéw matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania problemu.

Wymaganie szczegbétowe
X. Stereometria. Zdajacy:
5) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupéw, walca, stozka
i kuli, réwniez z wykorzystaniem trygonometrii.

Zasady oceniania
4 pkt — poprawna metoda obliczenia objetosci i pola powierzchni catkowitej ostrostupa oraz
poprawne wyniki: V' =108 i P, = 108 + 724/3.
3 pkt — obliczenie objetosci ostrostupa: V = 108 oraz obliczenie wysokosci $ciany boczne;j
ostrostupa: hg, = 6
ALBO
— obliczenie pola powierzchni catkowitej ostrostupa: P, = 108 + 72V/3 oraz
obliczenie wysokosci ostrostupa: H = 3.
2 pkt — obliczenie wysokosci ostrostupa: H = 3 oraz obliczenie wysoko$ci sciany bocznej
ostrostupa: hg, = 6
ALBO
— obliczenie objetosci ostrostupa: ¥V = 108,
ALBO
— obliczenie pola powierzchni catkowitej ostrostupa: P, = 108 + 72/3.
1 pkt — obliczenie wysokosci ostrostupa: H = 3
ALBO
— obliczenie wysokosci $ciany bocznej ostrostupa: hg;, = 6.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie

121

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku:

Poniewaz O jest punktem przeciecia przekatnych kwadratu, to |0E| = 3v/3.

W tréjkgcie prostokgtnym SOE mamy

300 — Isol _ IS0
& T 0B~ 3v3
Zatem
V3
|SO|=3\/§-tg30°=3\/§-?=3

Obliczamy objeto$¢ V' ostrostupa:

1
v=5-(6v3)" 3= 108

Ponadto

200 JOEI _ 33
oSSV = 1sE| T ISE]
Stad

|SE| - cos 30° = 33

V3
|SE|-7=3x/§

|SE| =6

Obliczamy pole powierzchni catkowitej P, ostrostupa:

2 1
P=(6V3) +4:2-6V3:6=108+72V3
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Pole powierzchni bocznej walca jest rowne 16m, a promien jego podstawy ma diugos¢ 2.
Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Objetos¢ tego walca jest réwna

A. 16 B. 32 C. 1ém D. 32m

Wymaganie ogolne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
3. Tworzenie pomocniczych obiektow matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania problemu.

Wymaganie szczegotowe
X. Stereometria. Zdajgcy:
5) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupéw, walca, stozka
i kuli, rbwniez z wykorzystaniem trygonometrii.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiagzanie
C
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KOMBINATORYKA, RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA | STATYSTYKA

Pojedynczy znak w pismie Braille’a dla niewidomych jest kombinacjg od 1 do 6 wypuktych
punktéw, ktére mogg zajmowaé miejsca utozone w dwdch kolumnach po trzy miejsca

w kazdej kolumnie. Ponizej podano przykfad napisu w pismie Braille’a. Czarne kropki

w znaku oznaczajg wypuktosci, a biate kropki oznaczajg brak wypuktosci. Pojedynczy znak
w pismie Braille’a musi zawiera¢ co najmniej jeden punkt wypukty.

m a t u r
ee 00O Oe 00O 00O eo

OO0 OO ee OO ee e
0O OO eO ee O oo

Oblicz, ile ré6znych pojedynczych znakéw mozna zapisaé w pismie Braille’a.

Wymagania ogolne
II.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym [...].
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych i teoretycznych.

Wymagania szczegbétowe
XIl. Kombinatoryka. Zdajgcy:
1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych;
2) zlicza obiekty, stosujgc reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) [...].
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Zasady oceniania

2 pkt — zastosowanie poprawnej metody do obliczenia wszystkich znakéw, uwzglednienie
warunku zadania i podanie wyniku: 63.

1 pkt — zapisanie wzoru na liczbe wszystkich mozliwych znakdéw bez uwzglednienia warunku
zadania (tzn. tacznie ze znakiem bez punktu wypuktego): 2-2-2-2-2-2
ALBO

— zastosowanie metody dodawania polegajgcej na bezposrednim zliczeniu i dodaniu

liczby znakéw: z jednym punktem wypuktym, z dwoma punktami wypuktymi, z trzema
punktami wypuktymi, z czterema punktami wypuktymi, z piecioma punktami
wypuktymi i z szedcioma punktami wypuktymi oraz poprawne zliczenie znakéw
W €O najmniej trzech sposrod szesciu wymienionych grup.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposdb 1. (zastosowanie zasady mnozenia)

Zastosujemy regute mnozenia. Zauwazmy, ze utworzenie znaku polega na podjeciu kolejno
6 decyzji o tym, jaki ma by¢ rodzaj punktu — elementu znaku. Punkt moze by¢ wypukty albo

moze nie by¢ wypukly. Zatem mamy dwie mozliwosci wyboru rodzaju punktu: ‘ albo Q .

2 mozliwosci: 2 mozliwosci:
— i [

‘ albo Q ‘ albo Q

2 mozliwosci: 2 mozliwosci:
— 1 |

‘ albo Q ‘ albo Q

2 mozliwo$ci: 2 mozliwosci:

‘ albo Q—_” SooL Y ‘ albo Q

Zgodnie z regutg mnozenia, w takich przypadkach liczbe mozliwosci wyboru
sktadnika/elementu obiektu mnozymy przez siebie tyle razy, z ilu elementéw skfada sie

obiekt:

2:2:2-2-2-2=64

Wszystkich mozliwosci (fgcznie z utworzeniem konfiguracji 6 brakéw wypuktosci) jest 64.
Poniewaz znak Braille’a musi zawiera¢ co najmniej jeden punkt wypukly, to wszystkich
znakow jest:

64—1=063



Przyktadowe zadania z rozwigzaniami 125

Sposoéb 2. (bezposrednie zliczenie liczby znakéw z zastosowaniem zasady dodawania)

Bedziemy kolejno zlicza¢ znaki: z jednym punktem wypukiym, z dwoma

punktami wypuktymi, z trzema punktami wypuktymi, z czterema punktami 1
wypuktymi, z piecioma punktami wypuktymi i z szescioma punktami :
wypuktymi. Zbiory znakoéw z dang liczbg punktow wypuktych oznaczymy
odpowiednio jako: Ay, A,, A3z, Ay, As, 4.

(2}

Aby zliczanie przeprowadzi¢ metodycznie, utatwimy sobie zadanie
numerujgc punkty w polu znaku, jak na rysunku obok.
W takiej konwenciji, przyktadowo: ‘/"3 :

00
—znak ® O oznaczymy jedng cyfrg: (2);

(ON©)

[ N J

—znak O O oznaczymy trojka cyfr: (1,3,4) — przy czym kolejnos¢ zapisu tych cyfr nie ma
® O 7znaczenia.

Al = {(1)! (2)! (3)t (4), (5)1 (6)}1 zatem |A1| =6

((1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6),
1(2,3),(2,4),(2,5),(2,6), I
A, =< (3,4),(3,5),(3,6), $ zatem |A,| = 15
| (4,5), (4,6), |
\(5,6) )

((1,2,3),(1,2,4),(1,2,5), (1,2,6),)
(1,3,4),(1,3,5),(1,3,6),
(1,4,5),(1,4,6),(1,5,6),
(2,3,4),(2,3,5),(2,3,6), r, zatem |A;| = 20
(2,4,5),(2,4,6),(2,5,6),
(3,4,5),(3,4,6),(3,5,6),

\(4,5,6) J

o
w
Il

Zauwazmy, ze kazdemu znakowi z dwoma punktami wypuklymi mozemy przyporzadkowac
znak z czterema punktami wypuktymi, zamieniajgc punkty wypukte na niewypukte
i odwrotnie:

® O ce

(ON®)

Np. znakowi rzyporzadkujemy znak .
p ® 0 przyporzgakujemy oe

Zatem znakow z czterema punktami wypuktymi jest tyle samo, co znakéw z dwoma punktami
wypuktymi. Podobnie argumentujemy, ze znakéw z piecioma punktami wypukiymi jest tyle
samo co znakow z jednym punktem wypuktym. Stad |A,| = |A,| = 15 oraz |Ag| = |A,] = 6.

Ag = {(1,2,3/4,5,6)}, zatem |44| = 1

Wszystkich znakéw w pi$émie Braille’a jest: 6 + 15+ 204+ 15+ 6+ 1 = 63.
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Andrzej ma w szafie 4 koszule: czerwong, zo6itg, zielong i niebieska; 3 pary spodni:
niebieskie, czarne i szare; oraz 5 par butéw: czarne, szare, zielone, czerwone i niebieskie.

Andrzej wybiera z szafy zestaw ubrania: jedng koszule, jedng pare spodni i jedng pare
butéw. Zestawy ubrania wybierane przez Andrzeja okreslimy jako rézne, gdy bedg réznity sie
kolorem chociaz jednego rodzaju elementu ubioru w zestawie.

L

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Liczba wszystkich mozliwych, réznych zestawdw ubrania, jakie moze wybraé¢ Andrzej, jest
réwna

A. 12 B. 72 C. 60 D. 720

Wymaganie ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemow
praktycznych i teoretycznych.

Wymagania szczegotowe

XI. Kombinatoryka. Zdajacy:
1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych;
2) zlicza obiekty, stosujgc reguty mnozenia [...].

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C
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Oblicz, na ile sposobow mozna wybrac¢ taki zestaw, w ktérym dokladnie jeden element
ubioru bedzie niebieski.

Wymaganie ogdélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemow
praktycznych i teoretycznych.

Wymagania szczegotowe
XIl. Kombinatoryka. Zdajgcy:
1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych;
2) zlicza obiekty, stosujgc reguty mnozenia i dodawania (takze tgcznie) [...].

Zasady oceniania

3 pkt — poprawne zastosowanie reguty mnozenia oraz reguty dodawania do obliczenia liczby
zestawow z jednym elementem niebieskim i podanie poprawnego wyniku: 26.

2 pkt — zastosowanie reguty mnozenia do obliczenia liczby zestawow, w ktérych kolor
niebieski ma albo koszula, albo spodnie, albo buty, i poprawne obliczenie liczby
zestawow w kazdym takim przypadku: 2-4 =8, 3-4 =12, 3-2 = 6.

1 pkt — rozpisanie zestawdw ubran na trzy grupy: w ktérych jeden element jest niebieski,

a pozostate elementy sg innych koloréw
ALBO
— zastosowanie reguty mnozenia do obliczenia liczby zestawow, w ktorych kolor
niebieski ma albo koszula, albo spodnie, albo buty, i poprawne obliczenie liczby
zestawow w jednym takim przypadku: 2-4 =8 albo 3-4 =12 albo 3-2 = 6.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie
Rozpiszemy schematy zestawow ubran, w ktérych jeden element jest niebieski.

1. Gdy w zestawie jest niebieska koszula, to spodnie mogg by¢ wybrane na 2 sposoby (bez
niebieskich), a buty na 4 sposoby (bez niebieskich).

n.

czarne albo szare  czarne albo szare, albo zielone, albo czerwone
(2 mozliwosci) (4 mozliwosci)

Zestawow z niebieskg koszulg jest 2 - 4 = 8.

2. Gdy w zestawie sg niebieskie spodnie, to koszule mogg by¢ wybrane na 3 sposoby (bez
niebieskiej), a buty na 4 sposoby (bez niebieskich).

A

czerwona albo zo6tta, albo zielona czarne albo szare, albo zielone, albo czerwone
(3 mozliwosci) (4 mozliwosci)

Zestawow z niebieskimi spodniami jest 3 -4 = 12.

3. Gdy w zestawie sg niebieskie buty, to koszule mogg by¢ wybrane na 3 sposoby (bez
niebieskiej), a spodnie na 2 sposoby (bez niebieskich).

I

czerwona albo zo6tta, albo zielona czarne albo szare
(3 mozliwosci) (2 mozliwosci)

Zestawow z niebieskimi butami jest 3 -2 = 6.

4. Zestaw z jednym elementem niebieskim moze byc¢: zestawem z niebieskg koszulg lub
zestawem z niebieskimi spodniami, lub zestawem z niebieskimi butami.

Zatem takich zestawdéw mozna wybra¢ 8 + 12 + 6 = 26.
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Sposréd wszystkich czterocyfrowych catkowitych liczb dodatnich losujemy jedng liczbe.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosowana liczba
bedzie parzysta, a w jej zapisie dziesietnym wystapia dokladnie jedna cyfra 2
i doktadnie jedna cyfra 3.

Wymagania ogolne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych i teoretycznych.
IV. Rozumowanie i argumentacja.
2. Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz analogii, formutowanie wnioskéw na
ich podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

Wymagania szczegbétowe
XIl. Kombinatoryka. Zdajgcy:

2) zlicza obiekty, stosujgc reguty mnozenia i dodawania (takze fgcznie) [...].
XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zdajacy:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Zasady oceniania

1

25"

3 pkt — poprawna metoda obliczenia, ile jest wszystkich catkowitych liczb czterocyfrowych
dodatnich oraz ile posrdd nich jest liczb parzystych, w ktérych zapisie dziesietnym
wystepujg doktadnie jedna cyfra 2 i dokfadnie jedna cyfra 3 oraz podanie
poprawnych wynikow: |Q] =9 000, |A| = 360.

2 pkt — poprawna metoda obliczenia, ile jest czterocyfrowych, dodatnich liczb parzystych,
w ktorych zapisie dziesietnym wystepujg doktadnie jedna cyfra 2 i doktadnie jedna
cyfra 3, oraz podanie poprawnego wyniku: |A| = 360
ALBO

— zapisanie |Q] =9 000 oraz rozpisanie zbioru zdarzen sprzyjajgcych z poprawnie
okreslonymi wszystkimi mozliwymi pozycjami cyfr 2 i 3,
ALBO

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: P(4) =



130 Informator o egzaminie maturalnym z matematyki na poziomie podstawowym od roku szkolnego 2024/2025

— zapisanie |Q] =9 000 oraz poprawna metoda zliczenia czterocyfrowych liczb
parzystych z ostatnig (i doktadnie jedng) cyfrg 2 oraz doktadnie jedng cyfrg 3
w zapisie, fgcznie z podaniem wyniku: 176,
ALBO

— zapisanie |Q] =9 000 oraz poprawna metoda zliczenia czterocyfrowych liczb
parzystych z ostatnig cyfrg parzystg rézng od 2 oraz doktadnie jedng cyfrg 3
i dokfadnie jedng cyfrg 2 w zapisie, tgcznie z podaniem wyniku: 184.

1 pkt — poprawna metoda obliczenia, ile jest wszystkich catkowitych liczb czterocyfrowych

dodatnich, i zapisanie wyniku: || =9-10-10-10 =9 000
ALBO

— rozpisanie zbioru zdarzen sprzyjajacych z poprawnie okreslonymi wszystkimi
mozliwymi pozycjami cyfr 2 i 3,
ALBO

— poprawna metoda zliczenia czterocyfrowych liczb parzystych z ostatnig (i doktadnie
jedng) cyfrg 2 oraz doktadnie jedng cyfrg 3 w zapisie, tgcznie z podaniem wyniku:
176,
ALBO

— poprawna metoda zliczenia czterocyfrowych liczb parzystych z ostatnig cyfrg
parzystg rézng od 2 oraz doktadnie jedng cyfrg 3 i doktadnie jedng cyfrg 2
w zapisie, fgcznie z podaniem wyniku: 184.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania

Zbior zdarzen elementarnych () sktada sie ze wszystkich czterocyfrowych catkowitych liczb
dodatnich.

Sposéb 1. obliczenia mocy zbioru ).

Na diagramie ponizej rozpiszemy schemat liczby czterocyfrowej, gdzie dla kazdej pozycji
w zapisie dziesietnym okreslimy, ile jest mozliwos$ci jej uzupetnienia.

10 mozliwosci 10 mozliwosci
wyboru sposréd wyboru sposrod
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
| |
v v
i t
9 mozliwosci 10 mozliwosci
wyboru sposréod wyboru sposrod

{1,2,3,4,5,6,7,8,9} {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Zgodnie z zasadg mnozenia, wszystkich liczb czterocyfrowych dodatnich jest:

Q] =9-10-10-10 =9 000




Przyktadowe zadania z rozwigzaniami 131

Sposab 2. obliczenia mocy zbioru ().

Obliczymy liczbe wszystkich ciggow czterech cyfr (takze z zerem na pierwszej pozyciji).

10 mozliwosci 10 mozliwosci
wyboru sposréd wyboru sposréd
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
| |
v v
i i
10 mozliwosci 10 mozliwosci
wyboru sposréd wyboru sposréod

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Wszystkich ciggdw czterech cyfr (takze z zerem na pierwszej pozycji) jest
10-10-10-10 = 10 000. Od tej liczby nalezy odjg¢ liczbe takich ciggéw czterech cyfr,
w ktérych na pierwszej pozycji wystepuje zero —jestich 10-10-10 = 1 000.

Zatem wszystkich liczb czterocyfrowych dodatnich jest:

|| = 10000 — 1000 =9 000

(cigg dalszy rozwigzania)

Okreslimy zdarzenie A jako zbior takich czterocyfrowych dodatnich liczb parzystych,

w ktorych zapisie dziesietnym wystepujg doktadnie jedna cyfra 2 i doktadnie jedna cyfra 3.
Na ponizszych diagramach z pozycjami cyfr rozpiszemy schematy liczb czterocyfrowych,
spetniajgcych te warunki.

e Liczby parzyste, ktére majg cyfre 2 na pozycji czwartej oraz cyfre 3 na pozycjach
trzeciej, drugiej lub pierwszej:

8 mozliwosci 8 mozliwosci
{0,1,4,5, I6 7,8,9} {0,1,4, 5,| 6,7,8,9}
v v
3 2 3 2
t t
7 mozliwosci 7 mozliwosci
{1,4,5,6,7,8,9} {1,4,5,6,7,8,9}
8 mozliwosci
{0,1,4,5, |6, 7,8,9}
v
3 2
t
8 mozliwosci

{0,1,4,5,6,7,8,9}
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e Liczby parzyste, ktoére na ostatniej pozycji majg cyfre parzystg rozng od cyfry 2 oraz cyfry
2 i 3 (dokfadnie po jednej) na roznych pozycjach od pierwszej do trzeciej:

4 mozliwosci 4 mozliwosci
{0'|4’ 6’ 8} {01 |4r 6r 8}
v v
3 2 3 2
i i
8 mozliwosci 7 mozliwosci
{0,1,4,5,6,7,8,9} {1,4,5,6,7,8,9}
4 mozliwosci 4 mozliwosci
{0, |4, 6,8} {0,|4, 6, 8}
v v
3 2 2 3
t i
8 mozliwosci 7 mozliwosci
{OI 1) 4) 5) 6) 7) 8) 9} {11 41 5’ 6’ 71 81 9}
4 mozliwosci 4 mozliwosci
{0,|4, 6, 8} {0,|4, 6,8}
v v
2 3 2 3
t t
8 mozliwosci 8 mozliwosci

{0,1,4,5,6,7,8,9}

{0,1,4,5,6,7,8,9}

Liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajgcych A obliczymy z wykorzystaniem reguty

mnozenia i dodawania tgcznie:

|A|=7-8+7-8+8-8+8-4+7-4+8-4+7-4+8-4+8-4=2360

Obliczymy prawdopodobiehstwo zdarzenia A:

1Al 360 1
P(A) = ==

19l ~ 9000 ~ 25
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Na wykresie stupkowym ponizej podano rozktad miesiecznych zarobkoéw wszystkich
pracownikdéw w pewnej firmie F. Na osi poziomej podano — wyrazone w tysigcach ztotych —
miesieczne wynagrodzenie netto pracownikow firmy F, a na osi pionowej przedstawiono
liczbe osbb, ktora osigga podane zarobki.

15 4

Liczba oséb

OFRLNWAUIONO©W©
1

: S Raa—

15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10
Wysoko$¢ miesiecznych zarobkdéw podana w tys. zt

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Dominantg miesiecznych zarobkow w firmie F jest

te wartos¢ zarobkdéw osigga najwiecej oséb
A. |10 tys. zt, 1. ; o a9 yWigeel
w firmie F.
B. |4,5tys. z, poniewaz 2. |ta wartos¢ zarobkéw jest najwieksza w firmie F.
iloczyn tej wartosci zarobkow i liczby oséb z takimi
C. |4tys. z, 3. .. o o
zarobkami jest najwigkszy w firmie F.

Wymaganie ogolne
II.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresoéw, diagramow,
tabel.

Wymaganie szczegbétowe
XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zdajacy:
2) [...] znajduje [...] dominante.
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Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C1

Uzupetnij zdanie. Wpisz odpowiednig liczbe w wykropkowanym miejscu, aby zdanie
bylo prawdziwe.

Mediang miesiecznych zarobkéw w firmie F jest .............. tys. zt.

Wymaganie ogolne
Il.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykreséw, diagramow,
tabel.

Wymaganie szczegbétowe
XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zdajacy:
2) [...] znajduje mediane [...].

Zasady oceniania
1 pkt — rozwigzanie poprawne.
0 pkt — rozwigzanie niepoprawne albo brak rozwigzania.

Rozwiagzanie
Mediang miesiecznych zarobkéw w firmie F jest .....0.7...... tys. zt.

Komentarz

Mediang zarobkdéw jest wartos¢ znajdujgca sie posrodku w uporzgdkowanym rosngco
zestawie zarobkow wszystkich 75 pracownikéw firmy F. Zatem bedzie to warto$¢ 4,5 tys. zt,
znajdujgca sie na 38 pozycji w tak uporzadkowanym zestawie danych.
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Oblicz srednig miesiecznego wynagrodzenia netto wszystkich pracownikéw firmy F.
Wynik podaj bez zaokraglania.

Wymagania ogolne
II.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.

1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow, diagramow,
tabel.

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa.

Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,

stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych

oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu problemow w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Wymaganie szczegbétowe
XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zdajacy:
2) oblicza srednig arytmetyczng i srednig wazong [...].

Zasady oceniania

2 pkt — poprawna metoda obliczenia $redniej miesiecznych zarobkdéw oraz podanie
poprawnego wyniku: x = 4,48 tys. zt.

1 pkt — obliczenie sumy zarobkow wszystkich pracownikéw firmy F: 336 tys. zt.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Na podstawie danych z wykresu obliczymy Srednig miesiecznych zarobkéw pracownikow
firmy F:

1-15+41-24+4-254+7-3+10-35+14-44+13-45+9-5+6-55)tys. z

x= (1+1+4+7+10+14+134+9+6+3+2+1+1+1+2)
N (3:-6+2-65+1-7+1-75+1-85+2-10)tys. z _ 336tys. zt
(1+1+447+10+14+13+94+6+3+2+1+1+1+2) 75

x = 4,48 tys. zt
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Oblicz, jaki procent liczby wszystkich pracownikéw firmy F stanowi liczba oséb
zarabiajacych 5,5 tys. zt lub mniej. Wynik podaj w zaokraglaniu do 1%.

Wymagania ogolne
Il.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.

1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow, diagramow,
tabel.

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa.

Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,

stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych

oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu problemow w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Wymaganie szczegbétowe
I. Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych.

Zasady oceniania

2 pkt — poprawna metoda obliczenia jaki % wszystkich pracownikéw firmy F stanowig
osoby zarabiajgce 5,5 tys. zt lub mniej oraz podanie wyniku 87%.

1 pkt — obliczenie liczby wszystkich pracownikéw firmy F zarabiajgcych 5,5 tys. zt lub mniej.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Obliczymy, ile jest tgcznie takich oséb w firmie F, ktére zarabiajg miesiecznie 5,5 tys. zt lub
mniej:

1+1+4+7+10+14+13+9+6 =65

Okreslimy, jaki procent wszystkich oséb w firmie stanowig tgcznie osoby zarabiajgce
miesiecznie 5,5 tys. zt lub mniej:

65—08(6) 87Y%
75 TR

Osoby zarabiajgce 5,5 tys. zt lub mniej stanowig 87% wszystkich pracownikow firmy F.




Przyktadowe zadania z rozwigzaniami

Ze zbioru szesciu liczb {1, 2, 3, 4, 5, 6} losujemy ze zwracaniem kolejno dwa razy po
jednej liczbie.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze pierwsza
wylosowana liczba bedzie wieksza od drugiej wylosowanej liczby.

Wymaganie ogolne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych i teoretycznych.

Wymaganie szczegbétowe
XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zdajacy:
1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Zasady oceniania

2 pkt — zastosowanie poprawnej metody obliczenia prawdopodobiehAstwa zdarzenia A

i uzyskanie poprawnego wyniku: P(4) = %

1 pkt — wypisanie wszystkich zdarzen elementarnych lub obliczenie/podanie liczby tych
zdarzen: [Q] = 6 - 6 lub sporzadzenie tabelio 36 polach odpowiadajgcych
zdarzeniom elementarnym, z ktérych co najmniej jedno pole jest wypetnione, lub

sporzadzenie petnego drzewa stochastycznego
ALBO

— wypisanie (zaznaczenie w tabeli) wszystkich zdarzeh elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu A i niewypisanie zadnego niewtasciwego,
ALBO

— podanie liczby wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A:
|A| = 15, jesli nie zostata otrzymana w wyniku zastosowania btednej metody,
ALBO

— sporzadzenie fragmentu drzewa stochastycznego, ktéry zawiera wszystkie gatezie
sprzyjajgce zdarzeniu A oraz zapisanie prawdopodobienstwa na co najmniej
jednym odcinku kazdego z etapow doswiadczenia.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

137
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Przykladowe petne rozwigzania
Sposob |

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie uporzadkowane pary liczb (x,y), gdzie
x,y €{1, 2, 3, 4, 5, 6}.
W tabeli literg A zaznaczamy zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniu A.

Il losowanie

1 2 3 4 5 6

| losowanie
w
N
N

Moc zbioru Q jest rowna 36. Zdarzen sprzyjajgcych zdarzeniu A jest 15.

Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rowne % = %

Sposob Il (drzewo stochastyczne)

Rysujemy fragment drzewa stochastycznego rozwazanego doswiadczenia z uwzglednieniem
wszystkich istotnych gatezi.

1 1 1 1 1
6 6 6 6 6
2 3 4 5 6
1 2 3 4 5
6 6 6 6 6
1 1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3
4 4
5
Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rowne
P(A)—l +1 2+1 3+1 4+1 5 15 5
66 66 66 66 66 36 12
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3 Informacja o egzaminie maturalnym z matematyki dla

absolwentow niestyszacych

Informacje o egzaminie maturalnym z matematyki przedstawione w rozdziale 1. Opis
egzaminu maturalnego z matematyki dotyczg réwniez egzaminu dla absolwentéw
niestyszgcych. Ponadto zdajgcy niestyszacy przystepujg do egzaminu maturalnego

w warunkach i formie dostosowanych do potrzeb wynikajgcych z ich niepetnosprawnosci.

Dostosowanie warunkow przeprowadzenia egzaminu maturalnego dla absolwentow
niestyszgcych obejmuje m.in. czas trwania egzaminu. Dostosowanie formy egzaminu
maturalnego z matematyki dla absolwentow niestyszgcych polega na przygotowaniu
odpowiednich arkuszy, w ktérych uwzglednia sie zmiane sposobu formutowania tresci
niektdrych zadan i polecen. Zmiany te dotyczg zamiany pojedynczych stéw, zwrotow lub
catych zdan — jesli mogtyby one by¢ niezrozumiate lub btednie zrozumiane przez osoby
niestyszgce. Zadania mogg by¢ dodatkowo uzupetnione szkicem, tabelg lub inng formg
graficzng ilustrujgcy ich tresé. Jednak takie zmiany nie moga wptywac na merytoryczng tresé
zadania oraz nie mogg dotyczy¢ terminéw typowych dla danej dziedziny wiedzy.

Szczegotowe informacje z tym zwigzane okreslone sg w Komunikacie dyrektora Centralnej
Komisji Egzaminacyjnej w sprawie szczegotowych sposobow dostosowania warunkow i form
przeprowadzania egzaminu maturalnego w danym roku szkolnym.

W dalszej czesci tego rozdziatu zostaty przedstawione przyktadowe zadania z matematyki na
poziomie podstawowym, ktére ilustrujg sposéb dostosowania niektérych zadah wybranych
z rozdziatu 2. Przyktadowe zadania z rozwigzaniami. Zachowano t¢ samg numeracje zadan.
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Klient banku wpfacit na dtugoterminowg lokate pewng kwote. Oprocentowanie na tej lokacie
wynosi 3% w skali roku (po uwzglednieniu podatkéw). Po kazdym roku oszczedzania sg
doliczane odsetki od aktualnej kwoty znajdujgcej sie na lokacie — zgodnie z procentem
sktadanym.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Po 10 latach oczekiwania (bez wyptacania pieniedzy z tej lokaty) klient bedzie miat na
lokacie kwote wiekszg od kwoty wptaconej na poczatku o (w zaokragleniu do 1%)

A. 30% B. 34% C. 36% D. 43%

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiagzanie
B
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Zadanie 27.

Dana jest funkcja y = f(x). Wykres tej funkcji przedstawiono w kartezjanskim uktadzie
wspotrzednych (x,y).

yaA
(0]
o
4
y = flx)
)
8 —6 ; 2 6 8 «x
o]
— 4
A
s
_r
—O0

Zadanie 27.1. (0-1)

Zapisz w miejscu wykropkowanym zbiér wszystkich argumentéw, dla ktérych
prawdziwa jest nierownos¢:

f(x)>2

Zasady oceniania
1 pkt — rozwigzanie poprawne.
0 pkt — rozwigzanie niepoprawne lub niepetne albo brak rozwigzania.

Przykiadowe peine rozwigzanie
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Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Funkcja f jest malejgca w przedziale

A. [-5,-3] B. [3,8] C. [0,6] D. [-3,3]
Zasady oceniania

1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
D

Uzupetnij zdania. Wpisz odpowiednie liczby w wykropkowanych miejscach.

1. Najwigksza wartos¢ funkcji f jestréowna......... .

2. Najmniejsza wartos¢ funkcji f w przedziale [6,8] jestréwna ......... )

Zasady oceniania
2 pkt — poprawnie uzupetnione dwie luki.
1 pkt — poprawnie uzupetniona jedna luka.
0 pkt — brak spetnienia powyzszych kryteriéw.
Petne rozwigzanie
1. Najwieksza warto$¢ funkcji f jest rowna L6

2. Najmniejsza warto$¢ funkcji f w przedziale [6,8] jestrowna ... 0.....
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Z fizyki wiemy, ze torem ruchu rzuconej pitki — przy pominieciu oporéw powietrza — jest
fragment paraboli. Koszykarz rzucit pitke do kosza z odlegtosci x;, = 7,01 m (to odlegtos¢ od
srodka pitki do srodka obreczy kosza w linii poziomej). Tor ruchu opiszemy w uktadzie
wspotrzednych. W chwili poczatkowej srodek pitki byt w punkcie x, = 0, yo = 2,50 m.
Srodek pitki podczas rzutu poruszat sie po paraboli danej réwnaniem:

y =-0,174x% + 1,3x + 2,5

Rzut byt celny, a srodek pitki przeszedt doktadnie przez Srodek obreczy kosza.
Na rysunku ponizej przedstawiono te sytuacje oraz tor ruchu pitki w uktadzie wspotrzednych.

y, M 4

>

3"

(0,0) 701 x,

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposréod podanych.
Obrecz kosza jest na wysokosci (podanej w zaokragleniu z doktadnoscig do 0,01 m)

A. 3,04 m B. 3,06 m C. 3,8m D. 493 m
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Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B

Oblicz wysokos$¢é maksymalna, na jakiej bedzie srodek pitki podczas opisanego rzutu.
Zapisz wynik w zaokragleniu do drugiego miejsca po przecinku.

Zasady oceniania

2 pkt — poprawna metoda rozwigzania oraz zapisanie wyniku 4,93 m.

1 pkt — zastosowanie wzoru na wierzchotek paraboli oraz prawidiowe podstawienie
wszystkich danych liczbowych do tego wzoru
ALBO

— zapisanie wzoru funkcji w postaci y = —0,174(x — p)? + q oraz zidentyfikowanie q

jako wspotrzednej wierzchotka paraboli lub wysokosci maksymalnej rzutu.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzania
Sposob 1.

Wysokos¢é maksymalna, na jakiej bedzie srodek pitki, jest rowna wspotrzednej y wierzchotka
paraboli. Skorzystamy ze wzoru na wierzchotek paraboli (zobacz w Wybranych wzorach
matematycznych):

b ey = b?—4ac  1,3°+4-0,174-2,5 193
max = Yw =TT T T 4. (—0,174) _»7°m
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Sposob 2.

Wysokos¢ maksymalna, na jakiej bedzie srodek pitki, jest rowna wspoétrzednej y wierzchotka
paraboli. Warto$¢ te mozemy wyznaczy¢ przeksztatcajgc wzér funkcji kwadratowe;j
y = —0,174x? + 1,3x + 2,5 do postaci kanonicznej:

y =—-0174(x —p)? +¢q

gdzie:
hmaxzywzq
=—0,174x2 + 1, 2, =—,174(2— . ) 2,5 =
y 0 x“+1,3x + 2,5 0 X 0,174x + 2,5
0174 (x—2 ) () |25 -
- X T2.0174 20174 =
13 2 2
:_0’174'("_2-0,174) +0‘174'(2-0,174> 2.5
Zatem:

2

) +25~493m

)

e = Y =4 = 0174+ (35177

W opisanym rzucie pitka przeleciata przez obrecz kosza i upadta na podtoge. Przyjmij, ze
obrecz kosza nie miata siatki, a na drodze rzutu nie byto zadnej przeszkody. Promien pitki
wynosi 0,12 m.

Oblicz wspoétrzedng x srodka pitki w momencie, w ktérym pitka dotkneta podtogi.
Zapisz wynik w zaokragleniu do drugiego miejsca po przecinku.
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Zasady oceniania

3 pkt — poprawna metoda wyznaczenia wspotrzednej x oraz zapisanie wyniku 8,99 m.
2 pkt — poprawne rozwigzanie réwnania 0,174x2 — 1,3x — 2,38 = 0.

1 pkt — zapisanie réwnania 0,12 = —0,174x2 + 1,3x + 2,5.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwiagzanie

Zauwazmy, ze w momencie gdy pitka upadta i dotkneta podtogi, to srodek pitki nalezy do
paraboli oraz jest na wysokosci 0,12 m ponad podtogg. Zatem wspétrzedne srodka pitki
(x,y) spetniajg rownanie paraboli, a wspotrzedna y = 0,12 m.

0,12 = —-0,174x% + 1,3x + 2,5
0,174x* —1,3x — 2,38 =0

Rozwigzujemy otrzymane réwnanie kwadratowe.
Obliczamy wyréznik A tréjmianu kwadratowego 0,174x? — 1,3x — 2,38 (zobacz
w Wybranych wzorach matematycznych):

A=(-13)2-4-0,174-(—2,38) = 3,34648

Rozwigzaniami powyzszego rownania kwadratowego sg liczby:

1,3 3,34648 13 +/334648
1= 70348 1570348
x, = —1,52 x, = 8,99

Wspétrzedna x srodka pitki w momencie, w ktorym pitka dotkneta podtogi, jest rowna w
przyblizeniu 8,99 m.
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Powierzchnia magazynowa bedzie na dwoch takich samych prostokgtnych dziatkach.
Dziatki te bedg miaty jeden wspolny bok. Catos¢ bedzie ogrodzona ptotem. Dodatkowo
dziafki rozdzieli wspdiny ptot. W ogrodzeniu bedg dwie bramy wjazdowe, kazda o szerokosci
10 m (zobacz rysunek ponizej). Laczna dtugos¢ ptotu ogradzajgcego oraz rozdzielajagcego
dwie dziatki to 580 metrow. Szerokosci dwdch bram wjazdowych nie wlicza sie w dtugos¢
ptotu.

A
X
v 1 F 1 oooaaEas |
<«—> <«—>
10 m 10 m

Obliczwymiary x oraz y kazdej z dwéch prostokatnych dziatek, tak aby catkowite
pole powierzchni magazynowej byto najwieksze.

Zasady oceniania

4 pkt — poprawna metoda obliczenia obu wymiardw dziatki oraz podanie poprawnych
wynikéow: x =100 m oraz y =75 m.

3 pkt — poprawne zapisanie wzoru na pole dziatki w zaleznosci od jednej zmiennej oraz
poprawne obliczenie wspotrzednej x wierzchotka paraboli: x = 100 m.

2 pkt — poprawne zapisanie wzoru na pole catkowite powierzchni magazynowej w zaleznosci
od jednej zmiennej:
P(x) = 2x(150 — %x) dla x € (0,5%).

1 pkt — zapisanie wzoru na pole catkowite powierzchni magazynowej: P = x - 2y
ALBO

— zapisanie zwigzku miedzy wymiarami dziatki: 3x + 4y — 20 = 580.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie

Przyjmiemy oznaczenia jak na rysunku w zadaniu. Catkowitg dtugosc¢ ptotu — po
uwzglednieniu warunkow zadania — mozna zapisa¢ rownaniem:

3x +4y —2-10 = 580

Powyzsze réwnanie okresla zwigzek miedzy wymiarami x i y. Wymiar y jednej dziatki
musi by¢ wiekszy od 10 m, ze wzgledu na ustalong szeroko$¢ bramy wjazdowej. W zwigzku
z tym, w modelu matematycznym uwzgledniajgcym warunki zadania, wymiary x i y
spefniaja:

x>0 i y>10

Pole P catkowitej powierzchni magazynowej jest rowne polu prostokgta o bokach dtugosci
x oraz 2y.Zatem:

P=x-2y

Pole powierzchni magazynowej wyrazimy jako funkcje jednej zmiennej x. W tym celu
najpierw wyznaczymy y:

3x +4y—2-10 =580
4y = 600 — 3x

=150 3

Nastepnie podstawimy wyznaczone y do wzoru napole P = x - 2y:

P(x) = 2x (150 — %x)

Wyznaczymy dziedzine funkcji P. Wykorzystamy zwigzek miedzy wymiarami x i y oraz
wykorzystamy warunki, jakie te wymiary spetniaja:

3
y=150—Zx oraz y>10 oraz x>0
Zatem:

3
150—Zx> 10 oraz x>0

560
x<T oraz x>0

Zmienna x moze przyjmowac warto$ci:

c (0 560)
X '3
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Wykresem funkcji P jest fragment paraboli P skierowanej ramionami do dotu. Funkcja P
przyjmuje warto$¢ najwiekszg dla argumentu, ktory jest pierwszg wspotrzedng wierzchotka
paraboli P. Wspétrzedng x wierzchotka paraboli P obliczymy z miejsc zerowych funkcji
kwadratowej, ktéra jest rownaniem tej paraboli. Rozwigzemy zatem rownanie:

3
2 (150 _2 ) =0
X 4x
Z powyzszego rownania wynika, ze:
3
2x =0 lub 150—Zx=0
x, =0 lub x, = 200

Funkcja P przyjmuje wartos¢ najwiekszg dla argumentu, ktéry jest pierwszg wspotrzedng
wierzchotka paraboli P, czyli dla:

X1+ Xx
x = 12 2 -100m

Obliczymy drugi wymiar dziatki, dla ktérego pole powierzchni magazynowej jest najwieksze:

3
y=150m—Z-100m=75m

Catkowite pole powierzchni magazynowej jest najwieksze dla dziatki o wymiarach:

x=100m oraz y=75m.
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W trojkacie ABC dane sa dtugosci dwéch bokéw |AB| = 12, |BC| = 8 oraz miara kata
|8#ABC| = 60°. Punkt D jest srodkiem boku BC. Zobacz rysunek ponizej.
C

60°
A B

Oblicz dtugos¢ srodkowej tego trojkata, poprowadzonej z wierzchotka A.

Zasady oceniania

dla rozwigzania sposobem 1.

2 pkt — zapisanie poprawnego rownania wynikajgcego z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata
ABD oraz poprawne obliczenie dtugosci $rodkowej: |AD| = 4+/7.

1 pkt — zapisanie réwnania wynikajgcego z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata ABD, np.:
|AD|?> = |AB|* + |BD|* — 2 - |AB| - |BD| - cos |4ABC]|
|AD|?> = 122 + 42 —2-12 - 4 - cos 60°

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania

dla rozwigzania sposobem 2.

2 pkt — poprawne zastosowanie twierdzenia Pitagorasa dla tréjkgta AGD oraz poprawne
obliczenie diugosci srodkowej |AD| = 4+/7.

1 pkt — wyodrebnienie trojkata prostokgtnego AGD oraz tréjkgta GBD o katach: 30°, 60°,
90°, tacznie z poprawnym okresleniem diugosci jego bokéw: |GB| = 2, |DG| = 2+/3.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania ¢
Sposbb 1. (zastosowanie twierdzenia cosinuséw)
Poniewaz AD jest $srodkowg, to |BD| = 4.

Do obliczenia dtugosci srodkowej AD zastosujemy
twierdzenie cosinusow dla trojkgta ABD:

60°
A B

|AD|%> = |AB|?> + |BD|* — 2 - |AB| - |BD| - cos |4ABC|
1
|AD|? = 122+42—2-12-4-§= 112

|AD| = V112 = 4V7

Sposbb 2. (zastosowanie twierdzenia Pitagorasa i wiasnosci tréjkata o katach 30°, 60°, 90°)
Uzupetnimy rysunek pomocniczy (zobacz obok).
C

W celu obliczenia dtugosci srodkowej AD zastosujemy
twierdzenie Pitagorasa dla trojkgta prostokatnego AGD.

Poniewaz AD jest $srodkowg, to |BD| = 4.

Rozwazmy dalej trojkat GBD . p (60 B
Tréjkat GBD ma katy o miarach: 30°, 60°, 90°, skad 10 G 2
wynika, ze przyprostokatne tego trojkata majg dtugosci:

|GB| = 2

IDG| = 23

zatem diugos$c¢ przyprostokatnej AG tréjkata AGD jest rowna:

|AG| =12 -2 =10

Obliczymy dtugos¢ srodkowej AD z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AGD:

|AD|? = |AG|? + |GD|?
|AD|? = 10% + (2v/3)%2 = 112
|AD| = V112 = 47
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Hania zrobita czapeczke na bal urodzinowy mtodszego brata. Czapeczka
ma ksztatt powierzchni bocznej stozka o $rednicy podstawy d = 20 cm,
wysokosci H = 25 cm i tworzacej [.

Zeby wykonaé czapeczke, Hania najpierw narysowata na papierze figure
ptaskg ABS o ksztalcie wycinka kota o promieniu [ i$rodku S (zobacz
rysunek 1.). Nastepnie wycietfa te figure z papieru, wygieta jg i potgczyta
odcinek SB z odcinkiem SA (zobacz rysunek 2.). W ten sposéb
otrzymata ksztatt stozka.

Rysunek 1. Rysunek 2.
S

|

A
\ 4

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Kat rozwarcia stozka, ktérego powierzchnig boczng jest czapeczka (rysunek 2.), ma miare
(w zaokragleniu do 1°)

A. 44° B. 136° C. 134° D. 68°

Wskazowka: skorzystaj z tablic wartoSci funkcji trygonometrycznych.
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Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
A

Oblicz miare kata BSA wycinka kota (rysunek 1.), z ktérego powstata czapeczka.
Miare kata BSA podaj w zaokragleniu do jednego stopnia.

Zasady oceniania

3 pkt — poprawna metoda obliczenia miary kata BSA oraz podanie poprawnego wyniku
|ABSA| = 134°.
r

2 pkt — poprawne wyprowadzenie i zapisanie zwigzku a = T 360° oraz zapisanie
réwnania wynikajgcego z twierdzenia Pitagorasa: 1> = r% + H?.
L .«
1 pkt — zapisanie réwnania 360° 2nl = 2nr
ALBO
_ zapisanie rownania s - l? = mrl
360° :

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Wprowadzimy oznaczenia:

r — promien okregu w podstawie stozka

—2
a = |4BSA| — miara kata BSA wycinka kota
[ — potowa miary kata rozwarcia stozka

153
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Wyprowadzimy wzér konicowy na symbolach danych (pominiemy obliczenia posrednie).

1. Zauwazmy, ze pole ABS wycinka kofa jest rowne polu powierzchni bocznej stozka (polu
powierzchni czapeczki). Zastosujemy wzor na pole ABS wycinka kota oraz wzoér na pole
powierzchni bocznej stozka:

a
360°

~ml? =nrl

r
a=7-360°

Uwaga
Zauwazmy, ze otrzymany wzér zadaje nadzwyczaj prostg relacje miedzy katem wycinka kota
i kgtem rozwarcia stozka:

a =sinf - 360°

2. Wyrazimy [ poprzez H i d na podstawie twierdzenia Pitagorasa:

I?=H? +1r?

dz
2 _ 12 el
2=H +(2)

3. Zapiszemy wzér na miare kata «a ijg obliczymy:

a= - 360°

)

10
_ .3
V252 + 107

o

a = 134°
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Pojedynczy znak (np. litera, przecinek, wykrzyknik, itp.) w piémie Braille’a dla niewidomych
jest kombinacjg od 1 do 6 wypuktych punktéw. Punkty te mogg zajmowaé miejsca utozone
w dwoch kolumnach po trzy miejsca w kazdej kolumnie. Ponizej podano przyktad napisu

w pismie Braille’a. Czarne kropki w znaku oznaczajg wypuktosci, a biate kropki oznaczajg
brak wypuktosci. Pojedynczy znak w pismie Braille’a musi zawiera¢ co najmniej jeden punkt
wypukty.

m a t u r y
[ N ® O O e ® O ® O ([ N
(ON@) O O [ N O O [ N J o e
® O O O ® O [ N J ® O ([ N

Oblicz, ile r6znych pojedynczych znakéw mozna zapisaé w pismie Braille’a.

Zasady oceniania

2 pkt — zastosowanie poprawnej metody do obliczenia wszystkich znakéw, uwzglednienie
warunku zadania i podanie wyniku: 63.

1 pkt — zapisanie wzoru na liczbe wszystkich mozliwych znakéw bez uwzglednienia warunku
zadania (tzn. tacznie ze znakiem bez punktu wypuktego): 2-2-2-2-2-2
ALBO

— zastosowanie metody dodawania polegajgcej na bezposrednim zliczeniu i dodaniu

liczby znakdéw: z jednym punktem wypuktym, z dwoma punktami wypuktymi, z trzema
punktami wypuktymi, z czterema punktami wypuktymi, z piecioma punktami
wypuktymi i z szescioma punktami wypuktymi oraz poprawne zliczenie znakow
W €O hajmniej trzech sposrdd szesciu wymienionych grup.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania

Sposbb 1. (zastosowanie zasady mnozenia)

Zastosujemy regute mnozenia. Zauwazmy, ze utworzenie znaku polega na podjeciu kolejno
6 decyzji o tym, jaki ma by¢ rodzaj punktu — elementu znaku. Punkt moze byé wypukty albo

moze nie by¢ wypukly. Zatem mamy dwie mozliwo$ci wyboru rodzaju punktu: ‘ albo

2 mozliwosci: 2 mozliwosci:
— [

‘ albo Q ‘ albo Q
2 mozliwo$ci: 2 mozliwosci:
— i |
‘ albo Q ‘ albo Q
2 mozliwosci: 2 mozliwosci:
— I et
‘ albo Q ‘ albo Q

Zgodnie z regutg mnozenia, w takich przypadkach liczbe mozliwosci wyboru
sktadnika/elementu obiektu mnozymy przez siebie tyle razy, z ilu elementéw sktada sie

obiekt:

2:2:2-2-2-2=64
Wszystkich mozliwosci jest 64. Poniewaz znak Braille’a musi zawiera¢ co najmniej jeden punkt
wypukly, to odrzucamy znak bez wypukiosci (szes¢ biatych kropek na schemacie powyzej).

Wszystkich znakéw jest zatem:

64 —1=063
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Sposoéb 2. (bezposrednie zliczenie liczby znakéw z zastosowaniem zasady dodawania)

Bedziemy kolejno zlicza¢ znaki: z jednym punktem wypukiym, z dwoma

punktami wypuktymi, z trzema punktami wypuktymi, z czterema punktami 1
wypuktymi, z piecioma punktami wypuktymi i z szescioma punktami :
wypuktymi. Zbiory znakoéw z dang liczbg punktow wypuktych oznaczymy
odpowiednio jako: Ay, A,, A3z, Ay, As, 4.

(2}

Aby zliczanie przeprowadzi¢ metodycznie, utatwimy sobie zadanie
numerujgc punkty w polu znaku, jak na rysunku obok.
W takiej konwenciji, przyktadowo: ‘/"3 :

00
—znak @ O oznaczymy jedng cyfrg: (2);

(ON©)

[ N J

—znak O O oznaczymy tréjka cyfr: (1,3,4) — przy czym kolejnos¢ zapisu tych cyfr nie ma
® O zpaczenia.

Al = {(1)! (2)! (3)t (4), (5)1 (6)}1 zatem |A1| =6

((1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6),
1(2,3),(2,4),(2,5),(2,6), I
A, =< (3,4),(3,5),(3,6), $ zatem |A,| = 15
| (4,5), (4,6), |
\(5,6) )

((1,2,3),(1,2,4),(1,2,5), (1,2,6),)
(1,3,4),(1,3,5),(1,3,6),
(1,4,5),(1,4,6),(1,5,6),
(2,3,4),(2,3,5),(2,3,6), r, zatem |A;| = 20
(2,4,5),(2,4,6),(2,5,6),
(3,4,5),(3,4,6),(3,5,6),

\(4,5,6) J

o
w
Il

Zauwazmy, ze kazdemu znakowi z dwoma punktami wypuklymi mozemy przyporzadkowac
znak z czterema punktami wypuktymi, zamieniajgc punkty wypukte na niewypukie
i odwrotnie:

® O ce

(ON®)

Np. znakowi rzyporzadkujemy znak .
p ® 0 przyporzgakujemy oe

Zatem znakow z czterema punktami wypuktymi jest tyle samo, co znakéw z dwoma punktami
wypuktymi. Podobnie argumentujemy, ze znakéw z piecioma punktami wypukiymi jest tyle
samo co znakow z jednym punktem wypuktym. Stad |A,| = |A,| = 15 oraz |Ag| = |A,] = 6.

Ag = {(1,2,3/4,5,6)}, zatem |44| = 1

Wszystkich znakéw w pi$émie Braille’a jest: 6 + 15+ 204+ 15+ 6+ 1 = 63.
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